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CAPITULO I 
INTRODUÇÃO
O desenvolvimento de técnicas experimentais pa^ra a determinação de 
propriedades térm icas, e.g., calor específico, c, condutividade, K, e 
difusividade térm ica, a, de diferentes m ateriais, tem interessado muitos 
pesquisadores devido a sua larga aplicação em problemas de engenharia 
[1-5]. A caracterização térm ica de novos m ateriais, m ateriais compostos ou 
ainda m ateriais convencionais de estru tu ra  complexa, e.g., m ateriais 
porosos, são alguns exemplos da importância relacionada com o 
desenvolvimento de técnicas experimentais para a determinação de parâm etros 
térmicos.
Esse trabalho é voltado ao estudo e desenvolvimento de métodos 
capazes de levar à obtenção da condutividade e difusividade térm ica de 
m ateriais não metálicos. A atenção é direcionada especificamente ao 
desenvolvimento de técnicas que possibilitem a caracterização térm ica de 
m ateriais porosos cujas características variam com a estru tu ra  da m atriz  
sólida e com o conteúdo de umidade. 0  estudo em regime permanente pEU'a a  
caracterização da condutividade térm ica é descartado por ser um 
procedimento de longa duração, (15 horas em laboratório) [6], acarretando 
redistribuição de umidade na estru tu ra  porosa. Além disso é incapaz da 
obtenção da difusividade térmica. Torna-se assim necessária a aplicação de 
métodos transien tes. Investe-se nesse sentido em métodos que possam ser 
aplicados in s itu  em m ateriais de construção civil e m ateriais de 
isolamento térmico.
Existem vários métodos transientes capazes da obtenção da
condutividade térm ica e difusividade térmica. Todavia, esse número diminui 
quando se deseja a obtenção dessas propriedades de form a simultânea. Como 
exemplos c ita-se  os métodos Flash e Fio Quente. 0 prim eiro foi 
originalmente desenvolvido para a obtenção da difusividade térm ica enquanto 
o segundo para a condutividade térmica. Todavia, ambos os métodos são 
capazes da obtenção simultânea das duas propriedades, ainda que com maior 
dificuldade (veja Capítulo II). Uma forma de cálculo interessante para  a 
obtenção de várias propriedades simultaneamente e que pode ser aplicada a 
vários métodos é a estimação de parâmetros. Entretanto, quando se t r a ta  da 
obtenção de mais de uma propriedade o método to rna-se  bastante sensível e 
regiões em que não exista  dependência linear entre os parâm etros envolvidos 
devem ser investigadas para que haja sucesso na estim ativa. A busca de um 
método capaz da obtenção simultânea da condutividade térm ica e da 
difusividade térm ica, sem características destrutivas, ou seja, em que a 
região de medição não se ja  interna ao meio investigado foi a prim eira 
motivação desse trabalho. Nesse sentido, inicialmente tentou-se a aplicação 
d ire ta  do método da estimação de parâm etros a p a rtir  de condições de 
contorno do tipo fluxo de calor prescrito com evolução transien te em ambas 
as superfícies e minimização da diferença das tem peraturas superficiais 
experimentais e calculadas. Essas condições, só podem ser aplicadas 
usando-se transdutores de fluxo de calor, que no caso são de rápida 
resposta e a lta  sensibilidade. Na verdade o uso desses transdutores dão uma 
grande versatilidade na manipulação de condições de contorno do tipo fluxo 
de calor prescrito . Nos casos anteriores conhecidos, onde c ita-se  o método 
flash e métodos de estimação de parâmetros- [7], apenas o fluxo de calor 
submetido sobre a am ostra era conhecido (não medido) e a outra superfície 
sempre isolada. Entretanto, esses métodos mostram-se mais adequados a 
am ostras de carac terísticas mais condutoras ou de espessuras menores que as 
am ostras disponíveis nesse trabalho. Salienta-se que devido à necessidade
de validação dos métodos, optou-se por trabalhar com am ostras padronizadas 
com condutividade térm ica conhecida, a p a rtir  de método em regime 
permanente pelo N ational Physical L aborato ry  da Inglaterra. Isso motivou a 
busca de um novo método capaz da obtenção das propriedades em m ateriais não 
metálicos com espessuras mais robustas. 0 principal obstáculo na técnica 
de estimação de parâm etros usada no método de estimação de parâm etros no 
domínio do tempo foi a região de dependência linear entre a condutividade 
térm ica e difusividade térm ica que não pode ser evitada {veja Capítulo 
III). O segundo método desenvolvido para a estimação de K e a  no domínio da 
f  requência contorna esse problema, uma vez que as propriedades são 
determ inadas de forma independente. Nesse sentido obtém-se a difusividade 
térm ica de form a exclusiva através do ângulo de fase da função resposta em 
frequência da amostra. A condutividade térm ica é então determinada através 
do módulo daquela função. As características do método desenvolvido 
permitem a aplicação d ireta  em campo a p a r tir  de algumas hipóteses 
sim plificativas. Resultados indicam que as hipóteses de tem peratura 
constante e fluxo de calor nulo, na superfície da am ostra o p o s t^  à 
superfície de aquecimento, podem ser aplicadas. Nesse caso, as propriedades 
térm icas serisun obtidas a p a rtir  das evoluções transientes do fluxo de 
calor e da tem peratura ha superfície fron ta l da amostra. Essa aplicação é 
particularm ente interessantè na determinação de propriedades térm icas de 
meios onde se tem acesso a apenas uma superfície, como por exemplo uma 
parede (semi~infinito).
Cabe salientar que não existe nenhum método transien te  normalizado 
para  a obtenção de propriedades térm icas, sendo esse trabalho uma 
contribuição para o aperfeiçoamento dessas técnicas.
Apresenta-se no capítulo II uma revisão de trabalhos voltados à
medição de duas das trê s  propriedades: condutividade térm ica, difusividade 
térm ica e calor específico. A revisão baseia-se principalmente nos já  
conhecidos métodos transientes "Flash" e "Fio Quente", e em técnicas 
transien tes de medição mais recentes, como estimação de parâm etros e 
processamento de sinais.
Dois métodos transientes são propostos neste trabalho. 0 primeiro 
u tiliza  a técnica de estimação de parâm etros e o modelo térm ico baseia-se 
nas condições de contorno do tipo fluxo de calor prescrito  nas duas 
superfícies. A geração do fluxo de calor é obtida por efeito Joule, a través 
de uma placa fina de resistência e os fluxos de entrada e saída são obtidos 
a través da medição usando-se transdutores de fluxo de calor. Estim a-se as 
propriedades através da minimização da diferença de tem peraturas nas 
superf ícies medidas e calculadas pelo modelo térmico. A descrição desse 
método e seus resultados são apresentados no Capítulo III. Uma simulação 
da obtenção das propriedades através do método da estimação de parâm etros 
para  uma am ostra de polythene é exemplo de alguns dos resultados mostrados. 
O crité rio  de minimização usado e o desenvolvimento de expressões 
m atem áticas encontram-se nos apêndices I e III respectivamente.
No capítulo IV, desenvolve-se o método transiente que se baseia no 
tra tam ento  de sinais de um sistema dinâmico tipo entrada e saída e obtém-se 
as propriedades no domínio da frequência. Nesse método desenvolve-se o 
modelo térmico a p a rtir  da combinação de fluxos de calor e tem peraturas na 
en trada e saída do sistema, ou seja  nas superfícies extrem as da am ostra. 
Obtém-se então as propriedades a p a rtir  da identificação e minimização da 
função resposta em frequência do sistema em suas form as experimental e 
calculada. Os transdutores de fluxo de calor são novamente usados para  o 
acompanhcimento da evolução temporal dos fluxos .de calor nas superfícies.
A presenta-se, também, os resultados do método nesse capítulo. Faz-se uma 
análise de todos os passos intermediários dos métodos, juntam ente com a 
apfê^entação de seus dados experimentais. Determina-se, assim, a 
condutividade térm ica e a difusividade térm ica de uma am ostra de polythene 
de 50 mm de espessura e superfície 30x30 cm^ no domínio da frequência. 
A presenta-se os conceitos e f  undamentos necessários à aplicação das 
técnicas de tratam ento de sinais no apêndice 11.
0 capítulo V apresenta a bancada experimental. Observa-se que ambos 
os métodos utilizam a mesma bancada, que se constitui basicamente de dois 
transdu tores de fluxo de calor e dois term opares superficiais como 
instrum entos de medição e de um elemento aquecedor, plano e de espessura 
fina, para  a geração de calor numa face da amostra. Um sistem a de aquisição 
de dados com interface para microcomputador completa o apairato 
experim ental. Uma análise dos erros envolvidos nos dois métodos é também 
apresentada. Adicionalmente, desenvolve-sè uma simulação numérica baseada 
em volumes finitos procurando-se simular as perdas de fluxo de calor 
la te ra is  na am ostra e o consequente desvio do fluxo de calor unidimensional 
aplicado na superfície frontal. Analisa-se também os efeitos do contato 
térm ico entre sensores e am ostras para diversos tipos de m ateriais 
simulando-se a resistência de contato como um interstício  de a r  de 10 #xm de 
espessura na região dos transdutores.
No capítulo VI é apresentada uma comparação entre os dois métodos 
propostos. Para isso, obtém-se as tem peraturas teóricas nas superfícies 
extrem as da am ostra, a p a rtir  das propriedades estimadas no domínio da 
freqüência. Nesse caso, o modelo matemático e as h istórias de tem peraturas 
(medidas) são oriundas do método de estimação no domínio do tempo.
Conclui-se o trabalho no capítulo VII apresentando algumas propostas 
para trabalhos futuros, a p a rtir  dos métodos desenvolvidos.
CAPITULO II
Técnicas T ransien tes: Conceitos e Fundam entos
0 procedimento básico usado na determinação de propriedades como a 
condutividade e a dif usividade térm ica se dá, usualmente, a p a r tir  da 
concepção de um modelo teórico, obtido da equação da difusão de calor. Uma 
vez estabelecido e identificado um campo térmico na am ostra, obtém-se as
»
propriedades a p a rtir  da comparação entre os dados experimentais e teóricos 
previstos no modelo -  geralmente histórias de tem peratura medidas e 
calculadas no in terior e/ou superfície da am ostra. P ara  o estabelecimento 
do campo térmico torna-se necessária à aplicação de uma fonte de calor na 
am ostra. Observa-se assim que a definição do método usado completa-se a 
p a rtir  da escolha da localização da fonte de calor bem como dos sensores 
e.g., tem peratura ou fluxo de calor, medidas e calculadas.
A m aioria dos trabalhos sobre medição de condutividade térm ica são 
relativos à medição em regime permanente. Para a difusividade térm ica, 
entretanto , somente técnicas transientes permitem a sua determinação 
d ireta , [7]. Uma form a de se obter a  indiretamente seria  através da 
obtenção do calor específico e da condutividade térm ica. Nesse caso, 
poder-se-ia u tilizar métodos estacionários, como o método da placa quente 
protegida para K e do calorímetro de m istura para c, descritos pelas 
normas ASTM C518-76 [6] e ASTM C351-73 [8] respectivamente. Qualquer que 
seja  o regime deve-se conhecer o fluxo de calor e tem peraturas pcu'a a  
determinação de K e histórias de tem peraturas para determinação de a, 
(7,91.
Pode-se analisar os métodos de medição sob dois aspectos: o modelo 
matemático que fornece a solução da equação da difusão de calor e as 
técnicas usadas para a  realização experimental do problema. Parker e t ali 
[10] descreveram pela prim eira vez um dos métodos, atualmente, mais 
empregados para  obtenção da difusividade térm ica -  o método flash, [10-161. 
Nesse método ‘Utiliza-se um pulso de calor radiante de a lta  intensidade e 
cu rta  duração sobre uma superfície enegrecida da am ostra. Mede-se a 
h istó ria  da tem peratura na face oposta, mantendo essa superfície 
term icam ente isolada, como mostra a Figura 2.1a. Usa-se a solução 
unidimensional analítica, de Cárslaw & Jaeger [17], para  obtenção da 
dif usividade, a  e condutividade térmica, K, obtendo-se a  evolução 
transien te  da tem peratura na face isolada, T(L,t). Ou seja,
oo' .
V = = 1 + 2 (-1)". exp ( - n l  w) (2.1)
n=l
onde Tm é o valor máximo da tem peratura na face isolada e o parâm etro w = 
2 2n .a .t /L  , sendo t  o tempo e L a  espessura da amostra. Uma das maiores 
vantagens desse método é a obtenção da difusividade térm ica sem a 
necessidade de se computar o valor do calor iniposto na superfície, x  = 0. 
Para isso, um procedimento é plotar a curva V versus w a p a rtir  da 
h istó ria  da tem peratura experimental e obter o tempo, t^^^, correspondente 
ao valor de V = 0,5, veja a Figura 2.1b. Assim, obtém-se a difusividade 
térm ica da expressão
a  = 1,38 l W  f  (2.2)
1/2
Para se determ inar a condutividade térm ica to rna-se  necessário o 




a) forma esquemática b) identificação de w1/2
Figura 2.1 -  Método Flash
Nesse caso obtém-se o valor de K através da definição da difusividade 
térm ica.
K = a  p c (2.3)
sendo a capacidade térm ica, p c, do m aterial dado por
p c = Q/(L Tm) (2.4)
onde Q é calor imposto por unidade de área na superfície fron tal da 
am ostra e p a sua massa específica. Observa-se que a dificuldade do método 
flash  reside na implementação do aparato experimental. 0 pulso de calor de 
a lta  intensidade e curta  duração, da ordem de 600 a 1000 J e 10 a  20 ms, 
respectivam ente, imposto na superfície torna onerosos os custos de 
equipamentos como o gerador laser, capaz de atender essas especificações. 
Outra limitação é a a lta  sensibilidade e rapidez de . resposta necessários 
aos equipamentos para a medição da tem peratura. Quanto às am ostras, essas
devem possuir espessuras da ordem de 2 mm. Entretanto, quando fontes de 
menor intensidade de energia ( e. g., lâmpadas Xenônio) ou am ostras de 
m ateriais não metálicos são usadas, as espessuras devem ser ainda menores, 
o que dificulta o trabalho com m ateriais porosos. Dentre as principais 
f  ontes de erros sistem áticas desse método, inclui-se os erros 
associados aos desvios das condições experimentais em relação às condições 
de contorno assumidas no modelo matemático,[16] . C ita-se, ainda os erros 
associados à determinação efetiva da espessura da amostra; erros associados 
à . medição do tempo em que a superfície isolada alcança determinada 
porcentagem da tem peratura máxima (normalmente 50 % ) o que envolve também 
a determinação do instante inicial da ação do laser (ou similar) além das 
constantes de tempo dos detectores e amplificadores. Shoemaker [18] aponta 
ainda como as maiores f  ontes de erro, o ef eito do pulso finito , • as perdas 
de calor e a  não uniformidade no aquecimento. Acrescenta-se também as 
perdas de calor na superfície isolada, uma condição difícil de ser 
realizada experimentalmente, bem como a identificação das perdas ou ganhos 
de calor por radiação e convecção no aquecimento. A obtenção de K a p a r tir  
do valor medido da dif usividade térm ica também representa uma f  onte de 
erro.
Uma outra  técnica muito usada na medição de propriedades térm icas é o 
método do fio quente (Figura 2.2), inicialmente apresentado por 
Blackwell,[19]. Esse método envolve, normalmente, a inserção de um elemento 
filiform e (sonda) no centro axial do meio qüe se deseja medir, geralmente 
de form a cilíndrica. A sonda tem a função de dissipar calor (efeito joule) 
e medir a tem peratura no interior da am ostra atuando como um term ôm etro de 




Figura 2.2 -  Esquema de uma sonda térm ica típ ica
Variações desse método têm sido usadas para medir as propriedades 
térm icas de sólidos e líquidos [20-27]. 0 método baseia-se na solução da 
equação da difusão de calor para uma fonte de calor em form a de linha 
infinita imersa num meio suposto infinito. A solução desse problema, dada 
por Carslaw & Jaeger [10] tem a forma.
AT = T-T = ( Q, /  471 K ) In ( 4 a  t / r  C ), 0 1 (2.5)
onde T = T(t) é a  tem peratura da sonda, T^ a tem peratura inicial da sonda, 
Qj o calor imposto por unidade de comprimento de elemento, r  o raio  do 
elemento e C é igual a exp (y), onde y = 0.57721 é a constante de Euler . A 
equação é válida somente quando a expressão adimensional
r  /  ( 4 a  t  ) «  1, (2.6)
é satisfe ita . Para a determinação de a  e K Glatzmaier & Ramirez [23] 
manipularam a equação (2.5), obtendo os valores das propriedades a  p a rtir  
de dados experimentais. Para isso, plota-se a história da tem peratura em 
função de ln(t) usando-se uma curva de regressão linear obtida pelo método
dos mínimos quadrados. Assim, se y4 é a inclinação e B a intersecção da 
ordenada da re ta , então as equações para K e a  podem ser dadas por
K = q /  ( 471 . ^  ), (2.7)
e
a  = C r^ /  ( 4 exp ( B /  yí ) (2.8)
Analisa-se a seguir algumas fontes de erros sistem áticos desse 
método. Knibbe [28] observa que a tem peratura da sonda, suposta uniforme, 
normalmente é mais baixa em suas extremidades devido aos efeitos de 
resfriam entos causados por seus suportes. Consequentemente um aumento de 
tem peratura menor aca rre ta ria  um valor maior na condutividade térm ica 
estimada. Além disso, supõe-se que a  sonda possa ser representada 
teoricam ente como uma linha de fonte de calor. A grande dificuldade 
experimental é a obtenção de uma sonda suficientemente fina aliadas aos 
aspectos práticos de sua instalação. Outros fa to res como comprimento mínimo 
da sonda para  assegurar a hipótese de condição de fluxo radial deve ser 
considerada na execução experimental da sonda. Salienta-se novamente, a 
dificuldade p rá tica  de inserção da sonda no meio investigado. 0 método 
apresenta a vantajem da simplicidade das equações e a form a d ire ta  da 
obtenção das propriedades. A dificuldade está na realização do experimento 
para que as hipóteses simplificativas admitidas sejam satisfe itas. Uma 
desvantagem é o cará te r destrutivo do experimento. Contudo, para  medições 
em campo a previsão de sondas na construção do meio a ser explorado tornam  
o método eficiente e não destrutivo.
Na procura de métodos transientes alternativos, Clarke 8e Kingston 
[29], indicam alguns caminhos para obtenção de K e a. Figura (2.3)
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Figura 2.3 -  Modelos para obtenção de propriedades térm icas em métodos 
transien tes (Clarke & Kingston, [29])
Todavia, somente os modelos envolvendo o conhecimento do fluxo de 
calor imposto (modelos 1 e 2 ) são capazes da obtenção simultânea de K e a  
(ou c) [7]. A escolha de um método em particular depende da simulação das 
condições térm icas assumidas numa bancada experimental. 0 modelo 2 é, 
normalmente, o mais aplicado. As condições práticas de execução do fluxo de 
calor imposto na superfície são responsáveis pela variação desse método. 
Clarke & Kingston [29] apresentam uma forma alternativa ao método flash, 
onde a aplicação do fluxo de calor é fe ita  através do uso de aquecedores de 
resistência. Obtém-se a condição de isolamento através do uso de duas 
am ostras e duas fontes de calor idênticas dispostas como é mostrado na 
Figura 2.4. Obtém-se as propriedades K e a  a p a rtir  da solução teórica e da 









Figura 2.4 -  Modelo para obtenção experimental da condição de 
iso lam ento
A dificuldade do método está na obtenção de am ostras idênticas e na 
geração de fluxo de calor constantes e iguais num mesmo instante, tornando 
o método muito susceptível a erros. Entretanto a simplicidade de concepção 
da bancada experimental tem despertado o interesse de vários autores 
[8,30]. Adicionamente os métodos de cálculo para obtenção das propriedades 
têm sof rido bastante alterações. Trabalhando no desenvolvimento de um 
método de cálculo mais eficiente e automatizado para determinação de K e a  
simultaneamente, Beck & Arnold 131] desenvolveram o método de estimação de 
parâm etros, aplicando-o em diversos modelos físicos (Fig. 2.3), além de 
outros, com corpos semi-infinitos. A estimação de parâm etros é um 
procedimento iterativo que busca determinêu' os parâm etros envolvidos na 
modelagem de algum fenômeno físico. Assim, obtêm-se os parâm etros através 
da minimização da diferença entre uma grandeza medida e o seu valor teórico 
calculado. A minimização é f eita em relação aos parâm etros estimados. Beck 
& Arnold obtêm a condutividade e a dif usividade térm ica minimizando a 
diferença entre  as tem peraturas medidas e calculadas nas superfícies e/ou 
no in terior da am ostra, descritas pela solução do problema térmico. Uma 
aplicação do método de estimação de parâmetros, foi apresentada por esse 
autor, [32]. Nesse caso, a condição de isolamento da Figura 2.3 (modelo 2) 
foi substituida por uma condição de tem peratura constante, permitindo a
variação transien te  do fluxo de calor imposto na am ostra dando-se maior 
flexibilidade à simulação experimental. A medição de tem peratura 
efetivou-se no in terior da am ostra. Entretanto algumas fontes de erro  como, 
por exemplo, o erro  na medição de fluxo de calor através de transdutores de 
fluxo de calor e na obtenção experimental da tem peratura constante devem 
ser analisados. Além disso, a medição de tem peratura no in terio r da am ostra 
apresenta dificuldades adicionais: i) o cará te r destrutivo, ii) dificuldade 
p rá tica  da inserção do term opar e, iü) imprecisão na medição da posição do 
term opar no in terior da am ostra.
Óbserva-se assim que um método ideal do ponto de vista da simulação 
experim ental não deve impor nenhuma restrição  nas condições de contorno, ou 
seja , nas evoluções de tem peratura e/ou fluxo de calor e ainda as medições 
das grandezas térm icas devem ser fe itas  preferencialm ente nas superfícies 
do meio investigado. O uso de transdutores de fluxo de calor representa  um 
avanço nesse sentido, uma vez que a evolução dos fluxos impostos nas 
am ostras podem ser acompanhados. A dificuldade no uso de um fluxo de calor 
variável nos contornos está  na obtenção da solução analítica do modelo 
proposto. No entanto técnicas de solução como funções de Green ou 
transform adas de Laplace se aplicam perfeitam ente a esses casos. Observa-se 
que a fonte de erro  devido à medição do fluxo de calor representa, nesse 
caso, a principal . fonte de erro. Nesse sentido a calibração dos 
transdu tores é bastante delicada.
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. Um exemplo da aplicação de transdutores de fluxo de calor é 
apresentado por Kougbeadjo & Thery [33]. Os autores aplicam princípios da 
correlação cruzada entre  dois processos estocásticos na análise de 
problemas de tran sf erência de calor, para a obtenção da dif usividade
térm ica. Os fluxos de calor impostos e resultantes que atravessam  as 
superfícies fron tal e oposta de uma am ostra são detectados usando-se 
transdutores de fluxo de calor de a ltá  sensibilidade [34]. Mede-se o tempo 
de difusão -através da função de correlação cruzada entre o pulso de calor 
injetado e a resposta a esse pulso -  o valor máximo dessa função se dá com 
um atraso  igual ao tempo de difusão do pulso de calor através da parede. 
Determ ina-se então a difusividade térm ica do m aterial da parede a p a rtir  da 
identificação do tempo de difusão do sinal do pulso de calor a través dela. 
A modelagem matemática desse método baseia-se na tem peratura constante da 
face oposta e na form a do pulso, quadrado e instantâneo, sendo essas 
restrições as maiores fontes de erros sistemáticos do método. 0 pulso de 
calor aplicado através de uma folha de resistência assume experimentalmente 
form as exponenciais ou form as de pulsos quadrados com decaimento. 
Observa-se então que os desvios das f  ormas de geração de calor são 
fundamentais paira análise de erros uma vez que a obtenção da expressão 
teórica da correlação cruzada está  associada à  hipótese de um pulso 
quadrado. Os autores [33] , entretanto, consideram que a obtenção do valor 
máximo da correlação cruzada não é alterada sensivelmente pela form a do 
pulso.
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Os dois métodos propostos neste trabalho usam dois transdutores de 
fluxo de calor de resposta rápida e de a lta  sensibilidade desenvolvidos por 
Leclerq & Thery [34] e dois sensores de tem peratura (termopares) aplicados 
nas superfícies para o reg istro  da evolução dos fluxos de calor e 
tem peraturas da amostra. A Figura 2.5 representa o modelo. Assim, 
substitu i-se  a hipótese de isolamento ou tem peratura constante na 
superfície oposta à superfície aquecida pela condição real de perda de 
calor transien te a ser medida pelo transdutor. Da mesma form a.o  aquecimento
imposto na superfície frontal é monitorado pelo transdutor de fluxo de 
calor. No prim eiro método, as duas tem peraturas medidas na superfície são 
usadas para  a obtenção simultânea de K e a  a p a rtir  da solução do problema 
da difusão de calor usando-se a técnica das funções de Green.
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amostra transdutores de fiuxo de calor
fluxo de calor resultante
Amostra su jeita  a evoluções de fluxo de calor 
e tem peratura nas superfícies. Aplicação de sensores 
superficiais.
O método de cálculo é_ baseado na técnica de estimação de parâm etros. 
O segundo método, que também utiliza o modelo experimental da Figura 2.5, 
usa como base de cálculo das propriedades a aplicação de conceitos de 
processamento de sinais, estimação de parâm etros e uma abordagem m atem ática 
do modelo, que permite o uso de conceitos de en trada/saída de sinais em um 
sistema.
Método I -  Estim açao de Parâm etros no Domínio do Tempo
3.1 -  Introdução
Neste Capítulo, apresen tar-se-á, inicialmente, o desenvolvimento do 
método de estimação de parâm etros no domínio do tempo, prim eiro método 
proposto nessè trabalho. Os resultados de sua implementação são m ostrados 
logo a seguir.
Um aspecto interessante a ser ressaltado, é, como foi observado 
anteriorm ente, o requisito da medição de grandezas térm icas nas superfícies 
da am ostra. Essa alternativa - em relação ao procedimento de medições de 
tem peraturas no in terior da amostra, comumente usado, -  revela-se 
im portante uma vez que se procura aplicação do método in S itu , ou em 
superfícies que não se pode danificar. Essa é, fundamentalmente, _ a 
motivação do desenvolvimento desse método. A aplicação de fluxos de calor 
transien tes na superfície frontal da am ostra e utilização da monitoração 
dos fluxos em ambas as superfícies da am ostra como condições de contorno no 
modelo matemático, representam  também uma inovação nos métodos transien tes 
usados na determinação simultânea dessas propriedades.
3.2 -  Desenvolvimento do Modelo Teórico
A Figura 3.1 apresenta uma am ostra plana homogênea su jeita  a  uma 
tem peratu ra  inicial T^, onde um fluxo de calor transiente, ^^(t) é imposto 
num instante to na superfície superior, e um fluxo de calor resu ltan te, 







Figura 3.1 -  Amostra sujeita  a um fluxo de calor imposto na 
superfície
Sob estas condições, e considerando as propriedades térm icas 





a  3 t (3.1)
s u j e i t o  à s  condições de contorno
-  K a Ta X x=0
^ j ( t ) (3.2)
-  K a Ta X x=L
^^ ( t ) (3.3)
e à co n d i çã o  i n i c i a l
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T(x,0) = T (3.4)
sendo que e <f>^ são os fluxos de calor medidos nas superfícies da 
am ostra. Obtém-se a solução do problema dado pelas Eqs.(3.1-3.4) usando-se 
uma técnica de solução baseadai nas funções de Green [351, ou seja ,





G ( x , t / X * , T )  1^,^^ dT
a G ( x , t / x ’ ,T )
<t>2 ( t )
x ’=L K dT (3.5)
onde F(x’) é a distribuição de tem peratura inicial, nesse caso To, e 
G (x ,t/x ’,x) a função de Greeh que satisfaz  o seguinte problema auxiliau' 
dado pela versão homogênea das Eqs. (3.1-3.4), ou seja,
2
a G 
a x ‘ a
Ô(x-x’ )5( t -x)  = 1 a Ga  a t (3.6)
s u j e i t o  à s  condições  de contorno
-  K d G6 X = 0x=0
(3.7)
-  K a Ga X = 0x=L
(3.8)
G ( x , 0 )  = 0 (3.9)
para  t  < x, onde ô(x-x’) é a função delta de Dlrac para a variável espacial
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X e ô(t-x) a  mesma função para a variável temporal t. Observa-se que 
G (x ,t/x ’,x) tem uma função pulso unitária  e condição inicial nula, ou seja ,
o meio está  a uma tem peratura nula para tempo t  < x. Nesse caso, a fonte 
pulso un itá ria  representa a condição inicial de distribuição de tem peratura
Desse modo, de acordo com a Eq. (3.5) a solução do problema original 
(Eqs. (3.1-3.4)) é dada em termos da função de Green que sa tisfaz  o 
problema dado pelas Eqs.(3.6-3.9), como,
T(x,t) = G (x ,t/x ’,x) I F(x’) dx’ (3.10)
Obtém-se assim a função de Green G (x ,t/x ’,x) | resolvendo o problema 
homogêneo, pelo método de separação de variáveis e comparando sua solução 
com a Eq. (3.10). Assim,
G (x ,t/x ’,x)
x=o
“  -  a  t/L^
^  e cosO .X/L) cosíp xVL)_ . m mm=l
(3.11)'
onde ^ são os auto valores definidos por 3 = mir, com m=l,2,3..m m
Obtém-se a função de Green desejada, G (x ,t/x ’,x) substituindo-se a variável 
t  por t  -  X, em G (x ,t/x ’,x)|^_^, [35]. Logo,
”  -  a  (t-x)/L^
G (x ,t/x ’,x) = ^  + ) e cosO .X/L) coslp xVL) (3.12)^  Lé m mm=l '
Avaliando a função G nos contornos tem -se
21
G (x ,t/x ’,T) 2L
X =0
“  -  /3  ^ a  { t-x )/L ^




^ m - a (t-T)/L^
"* cos (8  x/L)
_ • mm=l
III .
1 + 2 J] (-1) e (3.14)
subs t i t u indo  as  Eqs (3.11)  , ( 3 . 13) e ( 3 . 1 4 )  n a E q . ( 3 . 5 )  obtém -se a 
solução g e r a l
rt
T(x, t )  = T + ( a  /  L. K ) 
0
( T ) dx
m= 1
cosO  x / L )m
't a x/L^
e 0 j ( x )  +
0
( a  / L . K)
, 00'
^(x) dx + 2 a /  L.K)
m=l
( -D '^ - l
t / L ^





observa-se que ^^(x) e <P^ ir) são os fluxos de calor definidos a p a r tir  de 
curvas de a juste  obtidas sobre os valores medidos com os transdutores de 
fluxo de calor aplicados nas superfícies da amostra. Apresenta-se a foi-ma 
dos fluxos de calor medidos experimentalmente, os a justes e o 
desenvolvimento dessas integrais no apêndice III.
Tendo estabelecido a solução formal do problema direto dado pelas Eqs
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(3.1-3.4), estim a-se os parâm etros K e a  usando-se os valores medidos de 
tem peratura tomadas nas superfícies da amostra. No método descrito por Beck 
& Arnold [31], estim a-se a condutividade e difusividade térm ica 
minimizando.-se a função soma quadrática
(3.16)
1=1 J=i
com relação aos parâm etros envolvidos. Neste caso, Yj(i) representa as
tem peraturas experimentais e’ T.(i) as tem peraturas calculadas através do
J
modelo teórico, nas superfícies da amostra. K e a  são os parâm etros 
estimados para  a  obtenção da melhor aproximação entre os valores medidos e 
os valores teóricos. Os subíndices j  e i representam, respectivamente, o 
número de sensores, no caso dois termopares, e o instante de medições em 
form a discretizada. A forma de se minimizar S, dada pela Eq.(3.16) é faze r 
suas prim eiras derivadas em relação aos parâm etros iguais a zero [31). 
Desse modo obtém-se um conjunto de equações em K e a  a ser resolvido 














Yj(i) -  T(i) (3.18)
onde os coeficientes de sensibilidade, são definidos por
a T
X =11 a K (3.19)
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a T
X =21 a K (3.20)
a T
12 a a (3.21)
a T.
X =22 a a (3.22)
onde s designa os parâm etros a serem estimados.
A obtenção formal dos coeficientes de sensibilidade é apresentada no 
apêndice III. Obtém-se assim através da minimização da função S e o método 
de Gauss [31], as equações de recorrência para obtenção de K e a, como 
seguem -
b = b + 
1 1
C (i+1).D (i+1) -  C ( i+1).D (i+1) 
22  1 12 2
/|c| (3 .23)
b = b + 
2 2
-C ( i+D.D ( i + D -  C ( i  + 1).D (i+1) 
21 1 11 2
/|c| (3.24)
onde b i  ,b 2 são os valores estim ados de K e a , respectvamente p a r a  a 
k - é s i ma  ite ra ç a o , onde,
E j ( i  + 1 ) = Y^(i + 1) -  Tj(i+1)




C j j ( i  + l )=Cj j ( i )  + Xj j ( i+l ) .Xj j ( i+l )  + X^jd+D.X^jí i+l)  (3.27)
Cj^( i  + 1 )=Cj^(i) + Xj j( i+l) .Xj2(í+l)  + X^^d+D.X^^Íi+l) (3.28)
C^^(Í + l)=C2j(i) + Xj^d+D.Xj^d+l )  + X^^d+D.X^jíi+l) (3.29)
C (i + l )=C (i) + X ( i+D.X (i+1) + X (i+l).X_(i+l)  (3.30) 22 22 12 12 22 22
Dj( i + l )=Dj  (i) + Xj^( i+l ) .Ej ( i+l )  + X2j(i+l).E^(i+l) (3.31)
D ( i+l )=D (i) + X (i+U.E (i+1) + X (i+D.E (i+1) (3.32)
2 2 12 1 2 2 2
|C | = C (i+D.C , ( i + l )  -  C ( i + l ) . C _ ( i + l )  (3.33)' ' 1 1  22 12 21
OS parâm etros K e a  podem então ser estimados através de um procedimento 
iterativo que converge segundo o critério  abaixo
.  K+l * K
b - b < 0.0001, com s=l,2 (3.34)8 S
0 método de Gauss, o critério  de minimização e a obtenção das
• *
equações de recorrência para os parâmetros b^  e b^ são apresentados no 
apêndice I.- Como observado anteriormente, as soluções para as tem peraturas 
superficiais e os coeficientes de sensibilidade são apresentados em sua 
form a completa no apêndice III.
3.3 -  Implementaqão e Análise de Resultados
Apresenta-se neste parágrafo uma análise dos resultados obtidos, a 
p a rtir  da aplicação do método a uma am ostra de polythene de dimensões 
30x30x5 cm. .
Devido à hipótese de propriedades constantes, admitida no parágrafo  
3.2, um limite para diferença de tem peratura entre as superfícies da 
am ostra deve ser estabelecido. Nesse sentido, como a am ostra padrão de 
polythene tem Hmites quanto à imposição de fluxo de calor muito altos em 
suas superfícies, nesse caso a tem peratura máxima perm itida é de 40 °C 
sendo que uma diferença de tem peratura entre as superfícies extrem as não 
deve ultrapasscu" a 15 °C [36], optou-se pela imposição de um fluxo de calor 
na superfície não superior a 200 W/m^, com um tempo de exposição que não 
perm ite às superfícies alcançar a diferença de tem peratura máxima 
especificada. Observa-se, todavia, que quanto menor o gradiente de 
tem peratura  na amostra, maior a representatividade do valor da propried_ade 
em relação à tem peratura média. Da otimização dessas condições depende, em 
grande parte , o sucesso do método de medição.
Realizou-se vários experimentos. Uma evolução típ ica de fluxo de 
calor aplicado é mostrada na Figura 3.2. Com a aplicação do fluxo de calor 
reg is tra -se  as evoluções de tem peratura nas superfícies, como é ilustrado 
na Figura 3.3, e o fluxo de calor resultante na face oposta. Figura 3.4
Uma vez obtidas as evoluções experimentais das tem peraturas e de 
posse da solução analítica dada pela Eq. (3.15), pode-se então obter as 
propriedades aplicando-se as Eqs (3.21) e (3.22).
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Figura 3.2 -  Fluxo de calor aplicado na superfície fron tal da 
am ostra
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Figura 3.3 -  Evolução transiente das tem peraturas
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tempo [s]
Figura 3.4 -  Fluxo de calor resultante na superficie oposta da 
am ostra
Todavia, uma carac terística  importante deste método é a análise dos 
coeficientes de sensibilidade, definidos pelas Eqs. (3.19)-(3.20). Estes 
coeficientes são apresentados na Figura 3.5. Observa-se que a contribuição 
dos coeficientes relativos à face oposta é praticam ente nula.
Este resultado inviabiliza o método para essas condições, ou seja , 
para a presente am ostra e fluxo de calor aplicado. Isso se deve ao fa to  da 
função mínimos quadrados minimizada (Eq. 3.16), levar em consideração as 
tem peraturas de ambas as superfícies. Uma análise atenciosa dos 
coeficientes sugere ainda um certo grau de dependência linear en tre  os 
coeficientes, como mostram as Figuras 3.6 e 3.7.
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Figura 3.5 -  Coeficientes de sensibilidade 
Essa dependência linear torna-se mais explicita ao se analisar o 
determ inante da m atriz coeficiente de sensibilidade C.j, | C | , como mostrado 
na Figura 3.8.
tempo [s]
Figura 3.6 -  Coeficientes de sensibilidade na superfície frontal
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tempo [s]
Figura 3.7 -  Coeficiente de sensibilidade na superficie oposta
Figura 3.8 -  Determinante da m atriz coeficiente de sensibilidade
O determ inante nulo indica dependência linear entre os coeficientes. 
Observa-se que até 600 segundos existe uma dependência linear entre eles. A
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p a rtir  desse instante a combinação se enfraquece, porém não o suficiente 
para que ha ja  unicidade nas propriedades estimadas.
Esse .resultado sugere a impossibilidade de obtenção das propriedades 
K e a  de form a simultânea através do método I. A alternativa para  contornar 
esse problema seria  a aplicação de úm fluxo de calor de maior intensidade, 
ou a diminuição da espessura da amiostra. Seria possível então medir a 
evolução da tem peratura na superfície oposta da am ostra para  intervalos de 
tempo relativam ente pequenos. A Figura 3.9 m ostra os coeficientes de 
sensibilidade, obtidos de u m a , simulação numérica, para uma am ostra fic tíc ia  
de espessura 15 mm, submetida a um mesmo fluxo de calor. Observa-se nesse 
caso que o valor do perfil de tem peratura da superfície oposta aumentou 
significativam ente. Figura 3.10, durante o intervalo de tempo 
correspondente ao experimento.
Figura 3.9 - Coeficientes de sensibilidade para uma amostra de 
polythene de 15 mm ' de espessura.
Ambas as hipóteses de espessura menor que 15 mm, e /  ou fluxo de calor
intensos são entretan to  inexequíveis, no presente trabalho, uma Vez que as
am ostras são padronizadas, não podendo serem retificadas ou submetidas a
grandes gradientes de tem peratura. A inaplicabilidade do método para  as
condições da am ostra em estudo, contudo, não o invalida. Nesse sentido,
simulou-se a estimação das propriedades em uma amiostra de polythene de
espessura 15 mm. Na simulação a tem peratura experimental foi obtida
através da solução analítica a p a rtir  de valores de K e a  iguais a 0,4 W/mK
e 2,30 X 10~^m^/s respectivamente. Partiu-se então de vaíores iniciais
d iferentes, como m ostra a Tabela 3.1, obtendo-se os valores convergidos das
propriedades com diferença inferior a 0,087. dos valores esperados. As
Tabelas 3.1 -  3.3 mostram a evolução de uma estim ativa das propriedades
para diferentes valores iniciais de K e a. Observa-se que mesmo para
— 8 2valores iniciais bem distantes daqueles esperados, como a  = 1.0 x 10 m / s  
ou K = 0,01 W/mK há convergência.
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Figura 3.10 -  Perfis de tem peratura simulados para uma m ostra de 
polythene de 15 mm de espessura
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Tabela 3.1 -  Simulação de estimação de parâm etros. Polythene, L = 15mm 
Valores iniciais : K = 0,2 W/mK a  = 1,50 x lO"^ m V s
K [W/mKl a  X 10^ [m^s] Smln [°C]^ i t e r
0 . 2 1,50 1 8 8 , 3 8 0
0 , 3 0 3 6 1,931955 2 1 , 7 0 5 1
0 , 3 7 7 6 2,217142 0 , 8 2 9 1 2
0 , 3 9 8 6 2,293787 0 , 0 0 0 2 8 3
0 , 3 9 9 8 2,297899 0 , 0 0 0 0 4 7 8 4
0 , 3 9 9 8 2,297899 0 , 0 0 0 0 4 7 8 5
Tabela 3.2 -  Simulação de estimação de parâm etros. Polythene, L= 15 mm 
Valores iniciais : K = 0,1 W/mK , a  = 1,0 x lO"^ m V s
K [W/mK] a  X 10^ [m^s] Sm i n [ ^C]^ i t e r
0,1 1 . 0 1 3 0 0 , 2 0
0 , 1 81 1 1 , 4 0 4 0 6 3 2 5 6 , 6 7 1
0 , 2 8 4 5 1 , 8 5 0 0 1 0 3 3 , 5 1 3 2
0 , 3 6 8 0 2 , 1 7 9 6 6 5 1 , 7 1 0 6 3
0 , 3 9 7 4 2 , 2 8 9 2 7 7 0 , 0 0 0 9 9 9 4
0 , 3 9 9 8 2 , 2 9 7 8 5 1 P , 0000479 5
0 , 3 9 9 8 2 , 2 9 7 8 9 9 0 , 0 0 0 0 4 7 8 3 6
0 . 3 9 9 8 2 , 2 9 7 8 9 9 0 , 0 0 0 0 4 7 8 3 7
Tabela 3.3 -  S i mu 1 ação  de e s t  im a ção  de p a r â m e t r o s  P o l y t h e n e ,  L= 15 mm. 
V a l o r e s  i n i c i a i s  : K = 0 , 0 1  W/mK, a  = 10 x 10‘ ^ m ^/s
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K [W/mK] a X 10^ [ m^s ] Sm 1 n I ^ C ] ^ i t e r a ç ã o
0 , 0 1 0,1 2 , 4 2 3 6 , 0
0 , 0 7 8 8 1 ,295211 5 , 4 2 0 , 3
0 , 1 4 3 4 1 ,518215 1 , 0 9 5  , 9
0 . 2 3 7 0 1 ,819853 1 , 7 0 , 7 1
0 , 3 3 4 7 2 ,113886 0 , 1 4 4 9 5
0 , 3 8 9 4 2,269744 0 , 2 8 6 3 2
0 , 3 9 9 5 2,297214 0 .  0 0 0 6 7 2 8
0 , 3 9 9 8 2 ,297899 0 , 0 0 0 7 8 3 4
0 , 3 9 9 8 2 ,297899 0 , 0 0 0 7 8 3 3 8
0 , 3 9 9 8 2 ,297899 0 , 0 0 0 0 7 8 3
A busca de um método transiente, que perm itisse a obtenção simultânea 
da condutividade e da difusidade térm ica a p a rtir  de medições de grandezas 
térm icas na superfície de um meio a ser investigado e agora, com 
carac te rís ticas  universais quanto ao m aterial, no caso, não metálico e de 
espessura robusta (amostra de polythene com 50 mm de espessura), 
motivou-nos ao desenvolvimento de um segundo método transien te de medição 
de propriedades: o método de estimação de parâm etros no domínio da 
frequência, apresentado a seguir.
CAPITULO IV
Método II -  Estimação de Parâm etros no Dominio da Frequência
4.1 -  Introdução
De acordo como o que foi visto no capítulo anterior, a dependência 
linear entre  os coeficientes no domínio do tempo para a am ostra de 
polythene em estudo e a consequente impossibilidade de sua obtenção 
simultânea, requer, uma abordagem diferente do problema térmico. M ostra-se 
no presente capítulo que a p a rtir  do mesmo modelo experimental, mas com um 
tratam ento  sistêmico da am ostra e estimando-se as propriedades no domínio 
da frequência, to rna-se possível a determinação da condutividade e 
difusividade térm ica simultaneamente.
4.2 -  Desenvolvimento do Modelo Teórico
U tiliza-se nesse método o princípio de um sistem a dinâmico tipo 
en trada/sa ída, para a determinação simultânea da condutividade e 
difusividade térm ica. Nesse sentido, o problema de difusão de calor criado 
pelo modelo experimental, a p a rtir  da imposição de um fluxo de calor na 
superfície fron tal da am ostra, pode ser abordado pelo modelo teórico 
equivalente apresentado a seguir.
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t ^ T , (t)
T , (t)
• I « , »
entrada
saída
Figura 4.1 -  Modelo térmico equivalente usado para estimação de 
propriedades no domínio da frequência
Descreve-se o problema pela equação da difusão de calor, a p a r tir  das 
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e a condição inicial
T(x,0) = T (4.6)
sendo que '
^ ( x , t )  = -K Ô T
d X
(4.7)
é a definição do fluxo de calor que atravessa a superficie na posição x 
para toda parede, T^(t) e T^(t) representam  as evoluções das tem peraturas e 
^^(t) e as evoluções dos fluxos de calor através das superfícies
fron tal e oposta da amostra, respectivamente, como mostrado na Figura 4.1.
Definindo-se a variável
0 = T -  T (4.8)




1 . a 0
a a t (4.9)
com as respectivas condições de contorno
0(0,t) = 0 ^ ( t)
0(L,t) = 0 ^ ( t)










e a condição inicial 
0(x,O ) = 0 (4.14)
Tomando-se as transform adas de Laplace da Eq. (4.7) e das Eqs. 
(4.8-4.14) definidas pór
0 (x,p) = 1  te(x.t)]
$ (x.p) = ie [^(x,t)i 
e





a 0 (x ,p )
a X
p . 0 (x,p) 
a (4.18)
$ (x ,p )  = -  K a 0 (x,p) 
a x
(4.19)
A solução da Eq. (4.18) é dada por
0 (x.p) = cosh v p /a} /n /a .x  + senh v'p/a .x (4.20)
Obtém-se as constantes e aplicando-se as condições de contorno 
dadas pelas Eqs. (4.10-4.13) no piano transformado. Assim, a solução pode 
ser escrita  em forma m atricial como
-1
02 co sh  Vp/a .L -K i/p/a . senh v4>/a . L










A = c o s h  v p /a  .LV^ 1
-1
B = -K ^ p /a  . senhV^/a .p / L
C = K '/p /a  . senh V ^/a . L









A solução m atricial representada pela Eq. (4.22) é adequada ao tratam ento  
do problema térmico na forma de um sistema com entrada e saída de sinais. 
Assim a identificação das propriedades K e a  da am ostra se dá a peirtir de 
seu tratam ento do problema térmico como um sistem a sujeito  a um sinal de 
entrada do tipo
(4.26)
correspondente à soma dos fluxos de calor nas superfícies e a um Sinal de 
saída do tipo,
A 0 = 0^ -  = Y, (4.27)
correspondente á diferença de tem peratura nas superfícies da am ostra, como 
m ostra a Figura 4.2.
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Figura 4.2 -  Sistema dinâmico, tipo en trada/sa ída
A p a rtir  da Eq. (4.22) e das Eqs. (4.26) e (4.27) define-se a  função
Z(p)
Z(p) = à 0 _ + B _ Y(p) (4,28)
onde Z é conhecida como impedância generalizada [37]. Substituindo as Eqs. 
(4.23-4.24) na Eq, (4.28) obtém-se
Z(p) = l /  K Vp/a • tgh . Vp/a . L1/2 v p / (4.29)




-J p co sh  a V ^ n=l
s e n (2 n - l)n  x (4.30) 
2 a
fazendo x = a pode-se e s c re v e r




-1 tgh av p "  -(2n-l) n t V  4 a ^In=l (4.32)
fazendo a =
obtém-se
na Eq.(4.29) e comparando com a Eq. (4.32)
"  -  (2n-l)^ n a. \  /  \ }
(4.33)
n= 1
4 Ct 2 2 2definindo B = t e  A = (2n-l) n a /  L pode-se escrever L« • iv n
- A t  
Z(t) = B J] e "
n=l
(4.34)
Devido à carac terística  dinâmica do sistema estim a-se os parâm etros K 
e a  a través da comparação da função mínimos quadrados de Z em suas form as 
experimental e estimada no domínio da frequência. Ou seja, a identificação 
se dá através da aplicação da transform ada de Fourier em Z(t) nos dados
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experim entais e teóricos, denominados Z^(f) e Z^(f), respectivamente.
Essa comparação a princípio poderia ser fe ita  em Z(t), ou se ja  na 
impedância generalizada no domínio do tempo. Entretanto, uma análise de 
sensibilidade aponta para uma combinação linear entre os coeficientes 
envolvidos. Esse fa to  impede a estimação simultânea de K e a, de form a 
análoga ao mostrado no Cap III.
A obtenção da impedância generalizada no domínio da frequência, Z(f), 
se dá, por sua vez, aplicando-se a transform ada de Fourier em Z(t), ou 
seja, ria impedância no domínio do tempo. Assim, define-se a função Z(f) 
como
Z(f) =
r." - J 27t f  t
Z(t) e dt (4.35)
onde j  = ■J -1 .
Uma vez que Z(f) é complexa, faz-se  a estimação dos parâm etros no
módulo e na fase. Torna-se assim necessário a obtenção teórica  da
impedância, Z^(f), em sua forma completa (módulo e fase) a p a rtir  do modelo
já  descrito, assim como a impedância, Z^(f), determinada experimentalmente.
Assim, obtido Z^(f) e Z^(f), a estimação de K e a  se dá através da
minimização de S e S definidos como mod fase
s  = ymod Lu (4.36)
: = yfase Lt 'i (4.37)
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'if e 'í>^ representam , respectivamente, os ângulos de fase teóricos e 
experimentais da impedãncia generalizada. Minimiza-se Eq. (4.37), e
consequentemente determ ina-se a difusividade térm ica, usando-se o método de 
estimação de parâm etros descrito por Beck & Arnold [31], apresentado no
apêndice I. Uma vez estimado o valor de a, o parâm etro B=- 4 aL K , to rna-se
função exclusiva de K, sendo estimado através da minimização de S , Eq.mod
(4.36). Observa-se aqui, (veja parágrafo 4.3), que a fase é função somente 
da dif usividade térm ica . As Equações de recorrência para  a  e B são então 
obtidas fazendo-se suas derivadas parciais iguais a zero. Assim
e t /  X (4.38)
/  X. (4.39)
alz a 'í'
onde m, n = 1,2.. e X^  = e X =
2. são os coeficientes dea B  ^ a a
sensibilidade. Os parâm etros a  e B são estimados por um processo iterativo 
até  que a diferença do parâm etro estimado entre as iterações atual e 
an terior se ja  inferior a 0.0001.
4.3 -  Iden tificâção  Teórica de Z^(f>
Aplicando-se a definição da transform ada de Fourier dada pela Eq. 
(4.35) na Eq. (4.34) tem -se
Z j f )  = (4.40)
ou ainda
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» .  00
Zt(f) = B J]
n=l
-  (A + J27lf) t  
e "  dt (4.41)




-  (A + jzn f) t  OB n




Z ^(f) * B I (4.43)
n=l (A^ + J2irf)
m ultiplicando-se o argumento do somatório pelo seu conjugado tem -se
Z ( f )  = B I
(A -  J2jrf) n (4*44)





n=l (A )^+(27lf)^ n
- J I
B 27rf
n=i (A f +  { z n f f  n
(4.45)
e portanto determ ina-se o módulo e a fase de Z(f) a p a rtir  das definições 
|Z (f) | = /  R e(f )^ + Im (f)^ (4.46)
í» (f) = arctang
Z
Im(f)/Re(f) (4.47)
onde Re(f) e Im(f) são as partes reais e imaginárias de Z(f). Obtém-se 
assim o módulo
/ r "  A ■ ] 2 27rf
= B / X V
n=i (A ( z n f f   ^ n ^ n=i (A ( z n f fV. . /
(4.48)
e a f  ase
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= arctang -  2nf
m 1
î -  Z n=l (A  ) + (j27rf)n
/
f»
ï nn= i (A )^+(j27rf)^ n
(4.49)
4.4 -  Id en tificação  Experim ental de Z ^ ( f )
Sob condições ideais, a saída Y(t) psu-a o sistem a mostrado pela 
Figura (4.2), sujeito a uma entrada X(t) é dada pela integral de convolução
Y(t) =
»00
Z(t ) X (t-x) dx (4.50)
onde Z(x) = 0 para  x < 0, uma vez que o sistem a é fisicam ente definido, 
[42]. Portanto, do teorema da convolução, Z (f) pode ser identificado (ver 
apêndice II) no domínio da frequência por
Z (f) = Y(f) /  X(f)c ■ ■ (4.51)
onde as funções transform adas Z (f), Y(f) e X(f) são definidas por6
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Z (f) =e
-J 2H f  t
Z(t) e dt (4.52)
Y(f) =
r® -j zn f  t  
Y (t)  e d t (4.53)
X(f) =
-J 2TT f  t
X (t)  e d t (4.54)
Assim X(f), Y(f) e Z (f) são números complexos do tipo a  + j  b, onde a  e b 
são números reais. Obtém-se dessa form a Z (f) pela simples divisão dos 
sinais de entrada e saída do sistema no domínio da frequência. A obtenção 
de Z^(f) ocorre uma vez que Y(f) e X(f) são os dados experimentais obtidos 
no plano transform ado de A0(t) = 0^(t)-0^(t) e Z0(t) = ^^(t) + ^ ^ ( t ) ,  
respectivamente. As transform adas de Fourier de X(t) è Y(t) são 
determinadas numericamente através do algorítimo de Cooley-Tukey . da 
transform ada discreta rápida de Fourier (Discrete Fast Fourier Transform ) 
[39]. Uma form a interessante de se obter numericamente Z(f) é
* .
multiplicando-se X(f) e Y(f) na Eq. (4.48) por X (f), ou seja  o conjugado 
complexo de X(f). Assim,
Z (f) =e
X (f )  Y (f) 
X ( f )  X (f)
(4.55)
onde S e S representam, respectivamente as funções densidade espectral 
cruzada de X(t) e Y(t) e densidade autoespectral de X(t). A identificação 
de Z^(f) através da Eq. (4.55) permite uma maior segurança no cálculo 
numérico da impedãncia devido às características estáveis das funções de
densidade espectral.
Assim, escreve-se Z(f) na sua forma polau' como
Z(f) = lZ (f)| e ■ J (4.56)
onde
I s  ( f )  I
|z(f)| = ------^ ------- (4.57)
S (f)
X X
(f) = ^  ( f )  (4.58)xy
sendo Z (f) | e ^(f), o módulo e a fase de Z(f), respectivamente. De form a e
análoga |S  _ I , são, respectivamente o módulo e a fase de S . Ax y  xy xy
função densidade autoespectral S é uma função real (ver apêndice II).
4.5 -  Determinação de K e  a
Observa-se da Eq. (4.49) que a fase é função exclusiva de a. Nesse 
caso, faz -se  a minimização de S considerando-se como parâm etro apenas aI &S6
dif usividade térm ica. Na verdade, isso implica na determinação de f  orma 
independente dessa propriedade. Assim, aplicando-se a derivada de a  na Eq.
(4.36) e o crité rio  de minimização de Gauss, obtém-se a equação de 
recorrência para  a, ou seja
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(m+l) (m) „a  = a  + X
1
'I' - 1 / X  ^ (4.59)e t  1
onde Xj é o coeficiente de sensibilidade da fase em relação à difusividade 
térm ica e m o número de iterações. Obtém-se X^  derivando-se a fase  em 






. r ’ (4.60)
sendo r ’= (v’.w - v.w’) /  w , onde 
Znt
V = í (4.61)
V' = I
Znf.ZA .A n n






- A  + ( n
m=i
(4.64)
sendo A^ = Observa-se que a equação de recorrência foi obtida
aplicando-se a forma geral de estimação de parâm etros, apresentada no 
apêndice I, dada pela Eq. (AI-47), para o caso simples de um parâimetro 
estimado.
Uma vez determinado o valor da dif usividade térm ica, o módulo da
impedância generalizada, passa a ser um função exclusiva de B e,
consequentemente de K. Assim, novamente aplicando-se o crité rio  de
minimização de Gauss, agora na f  unção S obtém-se a equação demod
recorrência para  o parâm etro B, função exclusiva de K. Assim,
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/  (4.65)
onde é o coeficiente de sensibilidade do módulo de Z em relação ao 
parâm etro B. A variável n representa o número de iterações. Obtém-se X^
derivando-se | Z^ | em relação a B, ou seja,
X = " I = _L!ll (4.66)
 ^ a B B
Observa-se ainda que para ambos os parâm etros, considera-se o processo
• I
iterativo como convergido até que a diferença do parâm etro estimado entre 
as iterações atual e anterior seja  inferior a 0.0001.
Uma vez identificado o parâmetro B, obtém-se a condutividade térm ica 
através da equação que define B, ou seja
« =  r t r
e portanto
K = ^  (4.68)
É interessante observar que a alternativa da estimação das 
propriedades térm icas no domínio da frequência, surgiu através da análise 
dos coeficientes de sensibilidade da impedãncia generalizada, Z(t), no 
domínio do tempo. Ou seja, observou-se que havia um dependência linear da 
condutividade térm ica e da difusividade térm ica em sua forma temporal. 
Nesse sentido, uma carac terística  particular desse método reside no fa to  da 
fase ser uma função exclusiva da difusividade térm ica -  o que na p rá tica  
separa a obtenção das propriedades térmicas dando uma certeza de unicidade
aos valores estimados. Contorna-se assim, o ponto mais sensível da técnica 
de estimação de parâm etros.
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4.6 -  Implementação do Método e Análise dos Resultados
4.6.1 -  Introdução
Apresenta-se neste parágraf o uma análise dos resultados do método 
proposto para  uma am ostra de polythene de dimensões 30x30x5 cm. Todo 
procedimento experimental e os conjuntos de dados necessários à sua 
realização são apresentados aqui.
De form á análoga à estimação de parâimetros no domínio do tempo, 
adm ite-se também a hipótese de propriedades constantes (veja parágrafo  
4.2). Uma vez que o modelo matemático não prevê a variação da 
condutividade e a difusividade térm ica com a tem peratura, obtém-se, nesse 
caso, essas propriedades a uma tem peratura previamente determinada. Assim, 
o calor imposto na am ostra deve ser suficiente para o estabelecimento de um 
campo térmico na am ostra que permita a identificação das propriedades e ao 
mesmo tempo garanta  a representatividade de uma tem peratura média. Nesse 
caso, lim itou-se a diferença máxima de tem peratura entre as superfícies da 
am ostra em 4 °C. Os valores das propriedades térm icas são, assim, estimados 
para  uma tem peratura média de 29°C entre os limites de 25°C e 31°C. Nesse 
caso, os limites quanto à exposição da am ostra a grandes gradientes de 
tem peratura foram respeitados (veja Cap.III).
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4.6.2 -  Determinação de a  e K no Domínio da Frequência
Foram realizados 19 experimentos para  a obtenção das propriedades. A
tem peratura ambiente foi controlada em -1 °C, sendo que nenhum experimento
situou-se fo ra  da fa ixa  de 22 a 28 °C. A Tabela 4.1 lis ta  alguns dos
parâm etros mais im portantes para a caracterização de cada experimento.
Tabela 4.1 -  Caracterização dos experimentos: fluxo de calor máximo, 
Q , e fluxo de calor inicial, Q , na superfície fron tal;max 0
tem peraturas iniciais , respectivam ente , T^  ^ e T^^ nas 
superfícies frontal e oposta e tem peratura média en tre  T  ^ e
N- Exp. F l .  calc
s up . O po<
Dr [W/m^I





. 1 n 1 c .




01 0 ,2 4 5 3 , 54 2 8 ,0 3 28 , 00 31 . 60 2 9 ,8 2
02 1 ,84 0 . 74 2 8 ,5 3 28 . 42 3 2 ,0 5 3 0 ,2 9
03 0 ,3 5 2 , 69 3 0 ,4 2 30 , 47 33 ,8 2 3 2 ,1 2
04 - 0 ,9 3 6 , 40 2 6 ,7 9 26 , 61 30 , 25 2 8 ,5 2
05 1 ,15 1 ,7 8 2 7 ,4 2 27 , 48 30 . 83 2 9 ,1 2
06 - 0 ,0 6 5 . 17 2 5 ,3 5 25 . 19 28 . 82 2 7 ,0 8
07 0 ,5 0 4 ,1 2 2 8 ,4 3 28 , 36 31 , 92 3 0 ,1 8
08 0 ,1 0 4 ,5 4 2 5 ,4 9 25 , 36 29 ,0 3 2 7 ,2 6
09 0 ,1 8 4 . 85 2 4 .8 4 24 , 70 2 8 ,3 1 2 6 ,5 8
10 0 ,9 4 2 , 34 2 5 .4 9 25 , 43 2 8 ,9 5 2 7 ,2 2
1 1 1 ,15 0 , 56 2 8 ,0 6 28 , 12 31 ,7 9 2 9 ,9 3
12 1 ,75 0 .2 7 2 6 .1 2 26 , 19 2 9 ,7 0 2 7 ,9 1
13 2 ,1 2 0 , 20 2 6 ,9 6 26 , 99 3 0 ,5 1 2 8 ,7 4
14 1 ,70 0 , 38 2 7 .1 5 27 , 23 3 0 ,7 0 2 8 ,9 2
15 1 ,1 2 0 . 70 2 6 ,5 0 26 . 58 2 9 ,9 7 2 8 ,2 3
16 1 ,67 0 ,3 9 2 7 ,0 3 2 7  . 08 3 0 ,6 3 2 8 ,8 3
17 -0 ,2 1 1 ,4 3 2 8 ,1 3 2 8 .3 3 31 ,8 2 2 8 ,2 3
18 1 .74 0 ,3 8 2 8 ,1 0 28 . 21 31 ,7 0 2 9 ,9 0
19 1 ,38 0 , 56 2 5 ,7 8 25 , 85 2 9 ,2 9 2 7 ,5 3
Os experimentos de número 12 a 19 foram realizados após mudança na posição
dos term opares, transdutores de fluxo de calor e posição da fonte de 
aquecimento, gerando-se o calor na superfície inferior da am ostra.
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Apresenta-se nas Figuras 4.3 e 4.4. os perfis típicos dos sinais de 
entrada e saída do sistema.
300.00
- f., i-f-T I , |..j
M  > I I r i' I 1,1 I I I 1 I > I I I V ]
0 .00  5 0 0 .0 0  tOOO.OO 1 5 0 0 .0 0  2 0 0 0  00
t [s]
Figura 4.3 -  Perfil típico de um sinal de entrada
Figura 4.4 - Perfil típico de um sinal de saída
Cada experimento teve um intervalo de amostragem de sinal de 6.2 
segundos com um número de 1024 pontos. A duração do aquecimento foi em 
torno de 90 segundos.
As Figuras 4.5 -  4.8 apresentam, respectivamente, as densidades auto 
espectrais da entrada, X, da saída, Y, e as componentes rea l e imaginária 
da densidade espectral cruzada. Nesse caso, apresenta-se as densidades 
alisadas (valores médios) p£u~a todos os experimentos, n^ = 19. Através do 
comportamento da densidade autoespectral, densidade espectral cruzada e a 
equação para  obtenção experimental da f  unção resposta em f  requência 
(Eq.(4.55)), pode-se determ inar a frequência de interesse ou também chamada 
banda de análise. Nesse sentido, a p a rtir  de frequência superiores a 
4,55 X 10”  ^ Hz, a função resposta em frequência deixa de ex istir no 
domínio dos números complexos, uma vez que se anulam os valores da 
densidade autoespectral (veja Figura 4.5 e Eq.(4.55)). Todavia, a banda de 
análise pode ainda ser diminuida se considerarmos que a p a rtir  de
— 3frequências superiores a 3,0 x 10 Hz o valor da densidade espectral 
cruzada se anula (Figuras 4.7 e 4.8), o que implica também num valor nulo 
para a função resposta em frequência. Assim, os valores de interesse de 
frequências para  os quais a função resposta em frequência, ou impedância 
generalizada, existem e são diferentes de zero situam -se na fa ixa  de 0 a
-33,0 x 10 Hz. Este é um resultado significativo, no sentido de se definir 
parâm etros im portantes para o processamento dos sinais, como o intervalo de 
amostragem e o número to tal de pontos e ainda auxiliar na análise de 
sensibilidade, imprescindível na determinação dás propriedades.
Nesse sentido, como a determinação de a  se dá através da técnica de 
estimação de parâm etros, é interessante analisar-se o comportamento dos 
coeficientes de sensibilidade com a frequência.
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Figura 4.5 -  Densidade auto espectral da entrada, Sxx(f)
f [Hz]
Figura 4.6 -  Densidade auto espectral da saída, Syy(f)
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Figura 4.7 -  Componente real da densidade espectral
cruzada, Re Sxy(f)
Figura 4.8 - Componente imaginária da densidade espectral
cruzada, Im Sxy(f)
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coeficientes de sensibilidade X associado a a  e X associado a B,
1 2
definidos nas Eqs. (4.60) e (4.66). Observa-se da Figura 4.9 que para  a 
estimação de a  somente os 5 primeiros valores são significativos para  o
-3processo. A p a rtir  de frequências 1,0 x 10 Hz, X^  to rna-se  constante, não 
contribuindo com a estimação. Por sua vez o comportamento de X  ^ perm ite 
trab a lh ar com um maior número de pontos. Todavia, todas as estimações foram  
fe itas  com os valores experimentais e calculados para os trê s  prim eiros 
pontos da fase  e os sete primeiros do módulo da impedãncia generalizada, 
Z(f). Observa-se ainda que para a estimação dos parâm etros não se utilizou 
os valores correspondentes à frequência nula uma vez que essa frequência 
representa  o níVel DC dos sinais de entrada e saída, não tendo significado 
físico  na função resposta em frequência, ou seja  na impedãncia 
generalizada.
As Figuras 4.9 e 4.10, respectivamente, são re la tivas aos
Figura 4.9 -  Coeficiente de sensibilidade, X
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f [Hz]
Figura 4.10 -  Coeficiente de sensibilidade,
A Tabela 4.2 apresenta os resultados de uma estimação de a  e K para  o
sub-conjuntos dé experimentos de números 1-11. Os resultados da estimação
para  os experimentos 1-19, 1-11, 12-19, conforme a Tabela 4.1, são
apresentados na Tabela 4.3. A dispersão dos sub-conjuntos é calculada em
relação ao conjunto to tal das am ostras, n , -  19.
d
As Figuras 4.11 e 4.12 apresentam o módulo e a fase  da função 
resposta  em frequência com seus valores estimados e experim entais, para  o
conjünto to ta l da am ostras, n ,=19.d
57
Tabela 4.2 -Simulação de estimação de parâm etros. Experimentos de 
número 1-11. Valores iniciais: K = 0,35 e a  = 2,1 x 10~^
i t e r  a a  X 10 + 7 [m^s] S X 10f a s e i te r  b B.IO
+ 05 K iW/mK] S X 10 mo d
0 2 , 1 0 0 0 0 86000 0 5 ,25088 0 ,3 5 0 780
2 ,1 9 0 9 8 24000 4 ,62244 0 ,3 9 7 2,01
2 2 ,241  1 9 6900 4 ,62244 0 ,3 9 7 2,01
2 ,2 6 8 0 1 1810
2 ,2 8 2 1  1 501
2 ,2 8 9 4 6 131
2 ,2 9 5 2 8 3 5 , 1
2 ,2 9 6 3 0 ' 9 ,8 1
2 ,2 9 6 8 4 3 ,3 1
2 ,2 9 7 1  1 1 , 80
10 2 ,2 9 7 2 6 1 , 50
1 1 2 ,2 9 7 2 6 1 ,5 0
Tabela 4.3 -  Resultados para a estimação de K e a  Amostra de Polythene 
L = 50 mm.
N o . e x p . a  X lO ^Im V s] K [W/mK] E rro  7. E rro  %
K a
0 1 - 1 9 2 ,3 3 0 ,3 8 9
0 1 -1 1 2 ,2 9 0 ,3 9 8 2 ,3 1 1,72
1 2 -1 9 2 ,3 7 0 ,3 7 7 3 ,0 9 1 ,72
— 3Observa-se na Figura 4.12 que a p a rtir  da frequência 1,0 x 10 Hz uma 
pequena dispersão se apresenta entre o valor estimado e experimental, 
ficando abaixo de 1,0 %. Esse efeito deve-se ao cálculo numérico da 
transform ada de Fourier dos sinais de fluxo e tem peratura. Uma form a de 
reduzí-los é aumentando-se o número de pontos, N e reduzindo-se o intervalo 
de amostragem, At. Observa-se contudo, que o número de pontos usado, 
N = 1024 e At=6,242 foram selecionados considerando-se a  sensibilidade dos 
parâm etros envolvidos: fonte de calor, am ostra, tem peratura, fluxo de calor
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e, a capacidade de armazenamento de dados dos equipamentos utilizados. 
Nesse sentido, como o método da transform ada discreta de Fourier exige um 
número de pontos que seja  múltiplo de potência 2, o próximo número a  ser 
usado seria. 2048 pontos. A combinação dessè número com os 4 sinais a serem 
amostrados excedem a capacidade de memória dos equipamentos de aquisição de 
dados disponíveis. Observando-se ainda, que a dispersão é pouco 
significativa, ta l investimento não foi realizado.
Figura 4.11 -  Módulo da impedância generalizada
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f [Hz
Figura 4.12 -  Fase da impedãncia generalizada
4.7 -  Resultados da Estimação de K e a da Amostra de Polythene
Portanto, a am ostra de polythene de espessura 50 mm de espessura e 
á rea  30x30 cm^ tem valores da condutividade e difusividade térm ica 
estim ados em
K = 0,389 W/mK ± 3,17.
a  = 2,33 X 10"^ m V s ± 1,77.
avaliados à  uma tem peratura média de 29,0-C. -Observa-se que o valor da
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condutividade térm ica desse m aterial, obtido pelo método da placa quente 
protegida, fornecido pela National Physical Properties of England, (NPL) 
136], para  essa tem peratura é de 0,40 W/mK . O valor de K fornecido pelo 
NPL tem uma incerteza de 2%. A dispèrsão entre os valores, estimado pelo 
método transien te proposto e em regime permantente, s itua-se  em 2,8 %, e 
portanto dentro da fa ixa  de incerteza do método desenvolvido.
CAPITULO V
D escrição da Bancada E xperim ental, S istem a de Aquisipáo
e Análise de Erros
5.1 -  A para to  E xp erim en ta l
0 aparato experimental mostrado




borracha /  






Figura 5.1 -  a) Aparato experimental
b) modelo térmico equivalente
propostos envolvem a aplicação de um fluxo de calor uniforme e 
unidimensional num instante inicial, t=0, na superfície superior da 
am ostra, x=0, que se encontra inicialmente a uma tem peratura uniforme, . 
A condutividade e a difusividade térm ica são calculadas a p a rtir  do modelo 
matemático, dos dados adquiridos e das dimensões da am ostra. A fonte de
calor é um aquecedor resistivo, revestido externamente com borracha de 
silicone, com dimensões 305 X 305 X 1,40 mm e especificações de potência e 
tensão máximas de 720 W e 120 V, respectivamente, fabricado pela Watlow 
Electric Mfg. Co.. 0 fluxo de calor aplicado na superfície superior, 
assim como o qué alcança a superf ície oposta, são medidos por
transdutores de fluxo de calor de dimensões 50 X 50 mm, espessura inferior 
a 0.3 mm e constante de tempo inferior á 10 ms, desenvolvido pelo Cresmat, 
Centre de Recherche en Science des Matériaux e Techniques de Construction 
da Universidade de Lille 1 [34] , previamente calibrados no Laboratório de 
Meios Porosos e Propriedades Termofísicas de M ateriais da Universidade 
Federal de Ssmta Catarina [40]. As evoluções de tem peratura nas superfícies 
das am ostra, são medidas através de term opares superficiais do tipo J, 
também previamente calibrados [40]. Uma espuma de silicone, de- dimensões 
305 X 305 X 3 mm é usada para preenchimento das bolsas de ar existentes 
entre o aquecedor e a am ostra na região fo ra  de contato com os fluxím etros 
e term opares e obtenção de um melhor contato térmico entre esses.
O sistem a de aquisição de dados usado é o HP 3852A, D ata A cqu isition / 
C ontrol U nit com voltímetro integrador e chave multiplexadora. Operou-se o 
sistem a na fa ixa  de tem peratura entre 18 -  28 °C e auto-zero na posição 
’on’ com NPLC = 1 > fa ixa de 30 mV e com aquecimento prévio de uma hora 
(w arm  up).
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5.2 A ná lise  de E rro s
5.2.1 -Introdução
O processo de medição de grandezas físicas como tem peratura ou fluxo
de calor baseia-se na comparação de uma variável desconhecida com um valor 
de referência. Todavia, vários fatores associados ao processo de medição 
interferem  nesse processo, produzindo valores medidos não exatos. Os 
desvios são o resultado de erros inerentes à técnica de medição, ao valor 
padrão de referência e à resolução do equipamento de medição. Desse modo, 
qualquer valor medido é inexato e deve ser tra tado  com cuidado [41]. Uma 
vez que a obtenção das propriedades térm icas K e a  é resultado dessas 
medições é natural que os seus valores sejam da mesma form a inexatos. 
Todavia, erros oriundos de um processo de medição devem ser analisados para  
a consequente consideração de sua relevância. A minimização desses erros 
depende : (i) da concepção do modelo teórico, (ii) da concepção do método 
de medição e (iii) da execução de todos os passos experimentais do 
processo.
Apresenta-se, nesse capítulo, uma análise detalhada de todos os erros 
inerentes aos dois métodos de medição de propriedades term ofísicas 
propostos e apresentados nos capítulos III e IV.
5.2.2 - Análise da incerteza na determinação de K e a
Os erros comuns aos dois métodos são: os erros na restrição  do 
modelo, comó fluxo de calor unidimensional; erros na medição de tem peratura 
e fluxo de calor devidos à calibração, tempo de resposta e contato térm ico 
entre os sensores, e incerteza de medição na aquisição de sinais. 
Acrescenta-se ainda os ’ erros numéricos a p a rtir  dos cálculos das 
transform adas rápidas de Fourier, usadas para a obtenção dos dados no 
domínio da frequência (erros de aliasing), e ao método de processamento de 
sinais.
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O procedimento usado para a estimação da incerteza na determinação 
das propriedades se dá através do cálculo da propagação das incertezas na 
med ção das variáveis originais (fluxo de calor e tem peratura) e cálculo 
das transform adas de Fourier numéricas para obter a função resposta em 
frequência. Usa-se aqui a hipótese de propagação linear, uma vez que se 
obtém a função resposta em frequência, Z(f) como linearmente dependente dos 
sinais de fluxo e tem peratura no domínio da frequência. Analisa-se os erros 
sistem áticos devido ao contato térmico entre os sensores e a am ostra, e a 
hipótese de fluxo de calor unidimensional do ponto de vista qualitativo 
(veja parágrafo 5.2.1) através de simulação numérica. Os resultados da 
simulação numérica asseguram o uso das hipóteses de contato térmico 
perfeito  e fluxo unidirecional, dentro das condições experimentais usadas 
nesse trabalho, i.e., m ateriais não metálicos, dimensões da am ostra (30 X 
30 X 05 cm ) e duração de aquecimento (inferior a 120 segundos). Assim 
estim a-se a  incerteza do sistema de medição das variáveis originais como 
a soma das incertezas parciais do sistema de aquisição e da calibração dos 
sensores de tem peratura e fluxo de calor. A incerteza final na obtenção. de 
Z(f), e consequentemente na obtenção das propriedades, é dada pela 
composição das incertezas do sistema de medição das variáveis originais com 
a incerteza na determinação numérica de Z(f), via estimação da densidade 
espectral. Da teoria  de propagação linear de erros [41], a incerteza do 
sistem a de medição pode ser obtida através da incerteza de medição do 
sistem a de aquisição de dados e da incerteza do sensor usado na obtenção do 
sinal, como
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í  ^ . + I  ^ (5.1)SIS med s is  aquis sens
Assim, pode-se obter a incerteza da impedãncia através da análise de 
propagação da incerteza do sistema de medição e do erro  numérico oriundo
das aplicações das transform adas rápidas de Fourier para  o cálculo das 
densidades espectrais:
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1 ^ = 1 ^  + I ^Z ( l)  s is  med num
ou seja.
2 2 2 2 
Z (f ) )  sls med trans s ls  med terp num
Apresenta-se a seguir a obtenção individual de cada incerteza.
5.2.3 -  Análise das hipóteses de fluxo de calor unidimensional e contato 
térmico perfeito  entre os sensores e a am ostra através de simulação 
numérica
As perdas de calor laterais e a resistência de contato entre  os 
sensores e a am ostra são ocorrências físicas reais e inevitáveis. Todavia 
os seus efeitos podem não ser importantes dependendo das condições 
experimentais. Este parágrafo apresenta uma simulação numérica da bancada 
experimental, incluindo as perdas de calor la terais por convecção, a 
influência dos transdutores e da lâmina de borracha de silicone usada para 
um melhor contato térmico. Busca-se assim, considerando-se os métodos 
transien te  propostos, respostas a questões como: para que m ateriais, e 
duração de aquecimento, pode-se desprezar os efeitos das perdas de calor 
la terais; e em que condições os ef eitos da resistência de contato térmico 
são nulos. Para isso, propõe-se a solução do seguinte problema de condução 
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- K a Td X x=L
= 0^(t) (5.5)
- K a Ta y = 0 (s im e tria )y=0
(5.6)
-  K a Ta y = hy=B/2 tc
T(B/2,t) -  T
00
(5.7)
e à condição inicial
T(x,0) = T (5.8)
A Figura 5.3 mostra as condições experimentais. A resistência de 
contato é simulada como uma camada de a r entre o transdutor e a am ostra. 
Observa-se que além da camada de ar na região de contato, uma região,
b
simula o efeito dos cantos dos transdutores.
As propriedades térm icas dos diversos m ateriais presentes no 
experimento são obtidas da lite ra tu ra  [42-43]. Os transdutores de fluxo de 
calor e term opares de superfície foram simulados como uma placa fina  de 
alumínio com a espessura do transdutor. Nesse sentido, todas as espessuras 
são reais, exceto a da camada de ar. Nesse caso, usou-se um in terstíc io  de 
10 )im. Observa-se que ó valor de 10 fim é encontrado na lite ra tu ra  porém com 
modelos para região de contato, que variam segundo a forma e a frequência 
de contato entre as superfícies.
Obtém-se assim a solução das equações (5.3-5.8) com os diversos
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valoi es de a  e K , para os diferentes m ateriais e suas espessuras, 















Figura 5.4 - Resistência de contato: modelo sem interstício
Tabela 5.1 -  Dimensões e propriedades térm icas para os diferentes 
m ateriais da bancada experimental
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si 1 i cone a lu m ín io  (tran s) P o ly th en e a r
L {mm 1 0 ,3 50 0,01
K [W /m K ] 0 ,0 3 237 0 ,4 0 0 ,0 3
970 971 1 170 230
Tabela 5.2 -  Propriedades térm icas para am ostras de diferentes 
m aterais
m adeira co n cre to aço alum ínio c o b re
K [W/mKl 0 .1 0 ,9 15,1 237 401
a X l0 ^ [m V s] 0 ,8 4 ,3 39,1 971 1170
0 efeito da resistência de contato é analisado comparando-se as 
tem peraturas nas superfícies da am ostra e do transdutor. A região usada 
para  essa comparação situa-se, na amostra, numa área  quadrada adjacente, ao 
transdutor, ou seja, nas posições entre 0 < x < L  e O < y <  B/2, sendo L 
a espessura do transdutor. Esse procedimento simula então as condicões 
reais de uma medição de tem peratura, uma vez que o term opar mede 
hipoteticam ente a tem peratura de equilíbrio entre ele e a superfície. Uma 
vez que não há gradiente de tem peratura nas superfícies da am ostra e do 
transdutor, na região de comparação, especificada acima, os resultados 
serão apresentados para a posição (x,y) = (0,0), ou seja  no centro do 
transdu to r e da am ostra.
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Analisou-se os ef eitos dos cantos do transdutor variando-se a
espessura ô. Uma vez que a malha é ortogonal, o canto foi simulado, como 
4> ■
um retângulo dessa espessura. Salienta-se que o interesse aqui é o da 
análise da relevância dos efeitos da resistência de contato no método de 
medição, e não o de quantificá-la. Desse modo, a concepção de um modelo com 
um interstíc io  horizontal ao longo de toda a extensão do transdutor 
(espessura de 10 /am) para a simulação da região de contato térmico 
im perfeito entre o transdutor e a amostra superestima os efeitos da 
resistência de contato entre os m ateriais. 0 desenvolvimento de modelos 
para a região de contato, considerando-se as carac te rís ticas de cada 
m aterial, como rugosidade, acabamento superficial, pressão de contato, 
transferência  de calor por radiação e convecção, entre outros, são objetos 
de intensa pesquisa e não são abordados nesse trabalho. Nesse sentido os 
resultados aqui apresentados são representativos quanto à pouca influência 
da resistência de contato quando se tra ta  de m ateriais não condutores. 
Todavia, os efeitos relativos aos m ateriais metálicos por serem 
superestimados devem, portanto, ser analisados dentro desse prisma. Nesse 
caso, como existe grande influência da resistência de contato térmico 
nesses m ateriais, um modelo mais específico deve ser elaborado.
A simulação das perdas de calor la terais devido à convecção se dá
através da variação do valor do coeficiente de convecção , h^ entre os
valores extremos, de 0 ( isolamento perf eito nas laterais: solução
unidimensional) e « (perda de calor máxima: tem peratura da superfície
2igual a do meio). 0 valor médio de h^^= 20 W/m K é obtido de Incropera & 
De Witt, [43], para as condições do experimento. 0 modelo numérico usado
baseia-se no programa de volumes finitos desenvolvido por Patankar [44]
com inúmeras aplicações [45]. 0 método de solução do sistem a linear de
equações u tiliza o TDMA, Tri-D iagonal M atrix  Algorithm, [44], sendo usado
uma malha ortogonal não uniforme, refinada na região do transdutor. 0  passo
na direção x, na região das superfícies do transdutor e am ostra possui o
mesmo valor da mesma espessura do interstício, ou seja  10 /um. Nesse caso, o
in terstíc io  é considerado na simulação como um elemento, discretizado
apenas na direção y. 0 intervalo de tempo entre as iterações é de 1
segundo. A solução analítica obtida no método de estimação de parâm etros no
domínio do tempo para o modelo unidimensional. Cap. Ill, é usada para  a
validação da solução numérica. Nesse caso, usou-se a solução obtida para
h = 0 ,  com o mesmo fluxo de calor submetido na amostra, tc
11
A Figura 5.5 apresenta as soluções numérica e analítica, em 
(x,y) = (0,0), uma vez que os transdutores de fluxo de calor e term opares 
são centralizados nas superfícies frontal e oposta da am ostra. Além disso, 
como dito anteriorm ente, não há gradientes de tem peratura numa área  
centralizada e que circunscreve o transdutor (5x5 cm^), se ja  na superfície 
do transdu to r ou da amostra (isso pode ser observado nas Figuras 5.6 e 
5.10, apresentadas a seguir).
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Figura 5.5 -  Comparação entre soluções numérica e analítica para  a 
validação do modelo numérico no centro da am ostra, 
T(x,y)=T(0,0).
Observa-se ainda que, na simulação, apenas a superfície de
aquecimento é analisada, já  que a superfície oposta apresenta um
comportamento análogo. 0 desvio máximo encontrado entre as soluções foi de 
0,05 °C.
A observação dos resultados nos permite analisar os erros 
sistem áticos devido à unidirecionalidade do fluxo de calor. Observa-se na 
Figura 5.6 que os efeitos de perda de calor laterais, para m ateriais como o 
polythene, só começam a aparecer a p a rtir  da proximidade das extremidades,
•  *
ou se ja  a p a rtir  de y = 0,70, onde y é uma variável medida a p a r tir  do
centro da am ostra, e definida como y = y/Lj^. sendo igual a B/2.
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Figura 5.6 -  Perfil da tem peratura ao longo da superfície de aquecimento 
para  diversos valores de coeficiente de convecção, para a
am ostra de Polythene para t  = 800 s
As Figuras 5.7-5.11 apresentam resultados para outros tipos de
*
m ateriais. Observa-se que para m ateriais como a madeira o valor de y é 
ainda superior, ficando em torno de 0.85. À medida que os m ateriais vão se 
tornando mais condutores, este valor começa a diminuir, como é o caso do 
concreto, onde y = 0,7. Para m ateriais metálicos o problema começa a  se 
agravar devido à necessidade de se aumentar a intensidade dos fluxos de 
calor impostos na superfície. Nesse caso, as perdas de calor la te ra is  
passam a in te rfe rir  nos perfis de tem peratura de modo que não se recupera o 
perfil de tem peratura unidimensional no centro das am ostras, como mostram 
as Figuras 5.9-5.11.
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Figura 5.7 - Evolução da tem peratura ao longo da superfície de 
aquecimento para diversos valores de coeficiente de 
convecção para am ostra de madeira, para t  = 800 s
Figura 5.8 -  Evolução da tem peratura ao longo da superfície de aquecimento 
para diversos valores de coeficiente de convecção, am ostra de 
concreto para t  = 800 s.
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Figura 5.9 -  Evolução da tem peratura ao longo da superfície de aquecimento 
para diversos valores de coeficiente de convecção, am ostra de 
aço
Figura 5.10 -  Evolução da tem peratura ao longo da superfície de 
aquecimento para diversos valores de coeficiente de 
convecção, am ostra de alumínio
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Figura 5.11 -  Evolução da tem peratura ao longo da superfície de aquecimento 
para diversos valores de coeficiente de convecção, am ostra de 
cobre
P ara  o polythene, as perdas de calor la terais começam a in te rfe rir 
somente a p a rtir  de instantes muito longos, superiores a 8000 s, como 
m ostra a Figura 5.12, considerando-se ainda, nesse caso, gradientes 
superiores a 25 °C . Observa-se na Figura 5.13 que para  m ateriais 
metálicos, como o cobre, esse tempo é bem menor, ocorrendo o começo do 
desvio entre os perfis de tem peratura, relativos à solução unidimensional e
bidimensional, com h^^=20 W/m h, a p a rtir  de 2000 s.
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Figura 5.12 -  Evolução da tem peratura no centro da superfície de 
aquecimento. Amostra de polythene, htc =20. Comparação 
com a solução unidimensional.
uO
as<yE-
Figura 5.13 -  Evolução transiente da tem peratura no centro da 
superfície de aquecimento, para am ostra de cobre, 
htc=20 . Comparação com a solução unidmensional.
As Figuras 5.14-5.18 mostram os resultados do estudo da influência 
do contato térmico entre o transdutor de fluxo de calor e a amostra. 
Observa-se que a hipótese de bom contato térmico entre o transdu tor e a 
am ostra é confirmada para am ostras não metálicas. A comparação entre as 
simulações para as tem peraturas dos modelos considerando m ateriais não 
metálicos ( Figuras (5.14-5.16)) apresenta um desvio inferior a  0,1 %. 0 
mesmo não ocorre para os m ateriais metálicos. As Figuras (5.17-5.18) 
mostram comparações do efeito da resistência de contato para  o aço e o 
cobre, considerando-se, sempre, a espessura do interstício  de 10 um  entre o 
transdu to r e a amostra.
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Figura 5.14 -  Análise da influência da resistência de contato, 10 fim de 
interstício. Amostra de polythene
79
Figura 5.15 -  Análise da influência da resistência de contato, 10 |iim, de 
interstício. Amostra de madeira
Figura 5.16 -  Análise da influência da resistência de contato, 10 fim de 
interstício. Amostra de concreto
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Figura 5.17 -  Análise da influência da resistência de contato, 10 fxm de 
interstício. Amostra de aço ANSI 302
te m p o  [s]
Figura 5.18 -  Análise da influência da resistência de contato, 10 {im de 
interstício. Amostra de cobre puro
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Os efeitos dos cantos podem também ser analisados para  o polythene 
comparando-se as tem peraturas no centro da amostra, no modelo bidimensional 
sem resistência de contato (Figura 5.4) e as tem peraturas conrrespondentes 
aos diversos valores de ôb para o modelo com resitência de contato, (Figura 
5.3). Os desvios entre as tem peraturas foram inferiores 0,02 °C para 
valores de ôb iguais a até  1/4 da largura do transdutores.
5.2.4 -  Incerteza no sistema de medição (sistema de aquisição e 
sensores)
Pode-se analisar os erros de medição a p a rtir  da observação da Figura 
5.19 que m ostra os passos de medição indireta de uma variável física  como 
tem peratura ou fluxo de calor.
Figura 5,19 - Medição indireta de uma variável física  [411
Nesse caso a variável física mensurável é convertida numa variável 
auxiliar como uma grandeza elétrica (e.g., força eletro m otriz, f.e.m .). A 
f.e.m . é então quantificada através de várias técnicas possíveis.
0 sistem a de aquisição de dados usado é o HP 3852A D ata A cqusition / 
Control U nit que possui a maioria de elementos que aparecem na cadeia de 
medição, descritos na Figura 5.20, a seguir.
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Figura 5.20 - Sistema de aquisição usado (baixo ruído)
onde transdutor é o elemento que converte o sinal de uma forma em outra. 
Para a tem peratura usa-se como transdutor termopares de superfície enquanto
para o fluxo de calor usa-se transdutores de fluxo de calor cujo princípio 
de medição baseia-se em termopilhas superficiais (termopares conectados em 
série) [33]; o filtro  passa baixa é usado para lim itar a frequência do 
sinal de entrada antes de ser amostrado, evitando-se assim sinais espúrios 
de frequências maiores que a desejada. O multiplexador tem a  função de 
selecionar os canais do equipamento para a conexão dos diferentes sensores;
o amplificador é usado para maximizar a resolução da medição; a amostragem 
é o processo de quantificação, realizado imediatamente antes do conversor 
analógico digital, CAD. Este processo se dá em um tempo fin ito  e tem a 
função de capturar e manter o sinal analógico, prevenindo-se que este não 
sofra  mudança durante o processo de conversão; e o CAD tem a f unção 
principal é converter o sinal analógico numa representação digital, como 
sugere seu nome.
Excetuando-se a incerteza relativa aos sensores, todos os outros 
elementos integrantes da cadeia de medição dada pelo voltímetro, cabos e 
módulos funcionais operando na faixa de tem peratura entre 18 -  28 °C e 
au to -ze ro  na posição "on" com NPLC = 1, faixa de 30 mV e com aquecimento 
prévio de uma hora (warm up) tem uma incerteza estimada em
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I = 0.02 % + 6 fiV (5.10)s i s a q u is
Observa-se que, em todos os experimentos, a tem peratura ambiente foi 
controlada, sendo sua fa ixa de variação de 22 °C a 26°C e o voltimetro 
usado dentro das especificações de aquecimento.
As incertezas dos sensores de fluxo de calor e tem peratura, foram  
estimadas a p a rtir  da calibração realizada no Laboratório de Meios Porosos 
e Propriedades Termofísicas de Materiais do Departamento de Engenharia
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Mecânica da UFSC, 140]. As incertezas obtidas na calibração desses sensores 
são especificadas
I = 1,45 7. da leitura para os transdutores (5.11)t r a n s
I = 0,74 7. da leitura para os term opares (5.12)te rp
Salienta-se que todas as estimativas de incertezas parciais, ou seja, 
dos term opares, transdutores, sistema de aquisição de sinais e erros 
numéricos (apresentados a seguir) foram avaliadas com o fa to r  de student 
o- = 2 para 95,7 7. de confiança. O fa to r de student foi aplicado ao valor da 
soma dos erros aleatórios e sistemáticos encontrados, ao invés da 
multiplicação somente no erro aleatório. Esse procedimento se deve a 
dificuldade da separação em alguns casos dos erros sistem áticos e 
aleatórios. Nesse caso, a incerteza resultante tem o seu valor 
superestimado. Assim, substituindo as Eqs. (5.10)-(5.12) na equação (5.1) 
obtém-se as incertezas parciais para as medições de fluxo dè calor e 
tem peratura. Considera-se ainda, nesse caso que são usados dois 
transdutores de fluxo de calor e dois term opares de superfície para as 
medições. Assim,
I ,  , = 2.0  % (5.13)SIS med t r a n s
I . ,  , = 1.0 7. (5.14)SIS med t e r p
5.2.5 -  Erros numéricos no uso da transform ada rápida de 
Fourier
Finalmente, o erro  apresentado na estimação da resposta em frequência 
via densidade espectral através do uso da transform ada rápida de Fourier é 




y - 1.0 / .11 /| ✓ n ..2.0 d (5.15)
onde y é o coeficiente de coerência dado por
e n^ O número de experimentos usados para obtenção das densidades 
espectrais médias.
Observa-se que as expressões para a avaliação dos erros para  
resposta em frequência são aplicadas a processos aleatórios estacionários, 
definidos a seguir.
Considere uma coleção de dados amostrados (conjuntos de experimentos) 
descritos pelo valor de uma função em cada instante. 0 valor médio 
(primeiro momento estatístico) do processo aleatório a um instante ti pode 
ser computado tomando-se o seu valor instantâneo de cada conjunto ao tempo 
t^, somando seus valores e dividindo pelo número de funções amostradas. Da 
mesma forma, a correlação entre os valores de um processo aleatório em dois 
instantes diferentes pode ser computada. Para isso, tom a-se o valor médio 
do produto das funções amostradas para os seus valores instantâneos nos 
instantes t^ e t+x. Assim, define-se a média e a função auto correlação, 
respectivamente, como
N
M (t ) =(1/N)7 x . ( t )  (5.17)
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N
R ( t  , t + t ) =(1/N) y  X ( t  ) X ( t + T )  (5.18)XX 1 1 L k \ k \k = l
onde o sub-índice k representa o número de funções am ostradas, x a  função 
am ostrada e N o número to tal de conjuntos. Um processo é dito estacionário 
quando ix (t ) e R (t , t  +t ) não variam com ti. Ou seja , u (t ) = u e
X 1 X X  1 1 X 1 X
R ( t  , t  + t ) = R ( t ).
X X  1 1 XX
A estim ativa do erro  esta tístico  para õ cálculo da resposta em 
f  requência, como f  oi dito anteriorm ente, é re s tr i ta  aos processos 
estacionários. Todavia, na prática, é possível a representação de dados 
transien tes por dados estacionários [46]. Alcança-se esse objetivo através 
da repetição de experimentos sob condições fixas, de modo a obter-se a 
estacionaridade desejada. Nesse caso, a p a rtir  do controle de condições 
externas como tem peratura ambiente, tem peratura inicial e ainda duração e 
intensidade do aquecimento, tempo de amostragem e tempo to ta l de aquisição, 
pode-se então gerar dados estacionários que representam  o fenômeno 
transien te  desejado.
A p a r tir  dessa hipótese e aplicando-se a Eq. (5.15) e (5.16) nos 
conjuntos de experimentos, obteve-se, na fa ixa de frequência de interesse,
o erro  máximo de 0,5 % (veja Figura 5.21).
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Figura 5.21 -  Incerteza esta tís tica  na estimação de resposta em 
frequência, Z(f)
Portanto, se
I = 0,5 7.num (5.19)
obtém -se a . incerteza na determinação da resposta em frequência, Z (f), 
substituindo as Eqs. (5.13),(5.14) e (5.19) na Eq.(5.2), ou seja.
W )  = ^ 2 .3 6 % (5.20)
Segundo Bendat and Pierson [46] a incerteza na estim ativa de Z(f), I^ jf) ^ 
igual à incerteza do módulo e da fase, ou seja
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’z(f) ■ ^|Z(f) |  “  (5.21)
Assim, da hipótese de propagação linear de erros, a incerteza na estimação 
da difusividade térm ica é
= 2,36% (5.22)
e a incerteza na estimação da condutividade térm ica pode ser estim ada da 
propagação da incerteza do módulo de Z(f), I ^ í f )  ® estim ativa de a , I^, 
ou se ja  .
I ^  = i % i j z ( f ) |  (5 .2 3 )
Portanto, substituindo as Eqs (5.21-5.22) na Eq. (5.23) obtém-se
= 3,347.
A nálise de Resultados: Métodos da Estim ação de Parâm etros 
no Domínio do Tempo e da Frequência
6.1 -  Introdução
0  desenvolvimento dos dois métodos transientes descritos nos Caps. 3 
e 4 apoiados sobre o mesmo objetivo (medição de K e a  simultânea) deveria, 
a priori, ap resen tar "idênticos" resultados, uma vez que se investigou uma 
mesma am ostra - am ostra de polythene de 50 mm de espessura e área  de 30x30 
cm^. Todavia, a impossibilidade do uso do método da estimação dos 
parâm etros no domínio do tempo (Método I) frustou-nos essa espectativa, 
tornando-se difícil uma comparação d ireta  entre os métodos. Entretanto, o 
modelo teórico desenvolvido no método I e seus dados experim entais podem 
ser utilizados a p a rtir  das propriedades estimadas pelo método II.
6.2 -  Análise de resu ltados
Como apresentado no Cap. IV, a am ostra de polythene de espessura 50 
mm de espessura e área 30x30 cm^ tem valores da condutividade e 
difusividade térm ica estimados em
K = 0.389 W/mK ± 3.17.
CAPITULO VI
a  = 2.33 x lO'"^ m V s ± 1.7%
avaliados à uma tem peratura média de 29.0°C. Observa-se que a incerteza de 
3.17. no valor obtido de K é levemente inferior à incerteza teórica prevista
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(3.347.), o mesmo ocorrendo com o valor estimado da difusividade térm ica -  
incerteza de 1.317., -  que é menor do que o valor previsto (2.36%).
Salienta-se, ainda, que adicionalmente às fontes de erros previstas 
no Capítulo V, há o erro  relativo à variação de 4°C em torno da tem peratura 
média de 29.0°C. A p a rtir  dessa variação, obtém-se uma incerteza em torno 
de 0.9% no valor de K para  o valor da condutividade térm ica (avaliando-se 
a p a rtir  da expressão de K em f unção da tem peratura, fornecida pelo NPL
[36] -  método em regime permanente). Entretanto, a avaliação desse efeito  
na medição de K e a  só pode ser f eita a p a rtir  da obtenção das propriedades 
em várias tem peraturas (proposta de trabalhos fu turos -  Cap 7). Todavia, as 
incertezas obtidas para  K e a, menores que as previstas teoricam ente, 
indicam a aplicabilidade do gradiente de 4 °C imposto na am ostra.
Os resultados finais relativos às propriedades térm icas estimadas 
podem também ser comparados no domínio do tempo. Assim, ao invés de se 
apresentar essa comparação através da história temporal da impedância em 
suas form as teórica e experimental, optou-se por fazê-la  através da 
comparação entre  as tem peraturas transientes, analítica e experimental, 
ambas obtidas pelo método da estimação de parâm etros. Nesse caso, a 
comparação to n a r-se -ia  mais geral não se restringindo ao próprio método. A 
Figura 6.1 apresenta essa comparação.
Observa-se que a solução analítica obtida a p a r tir  do modelo 
matemático e dos valores estimados para as propriedades térm icas tem ótima 
concordância com as tem peraturas experimentais nas superfícies da am ostra
Acrescenta-se que a independência desse resultado não só assegura a 
adequacidade dos modelos propostos como aparentemente, valida o
procedimento de estimação de propriedades proposto.
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Figura 6.1 -  Comparação das soluções analítica e experimental do 
método de estimação de parâm etros, a p a rtir  
das propriedades estimadas pelo método do domínio 
da frequência, na posição (x,y)=(0 ,0 )
Concluindo essa análise, uma consideração relativa às condições de 
contorno (evolução de fluxo de calor e tem peratura) na superfície oposta 
deve ser fe ita . Se no método I o fluxo de calor resultante, considerado 
nulo.e a tem peratura considerada constante da face oposta não puderam 
in terv ir na estimação dos parâm etros, no segundo método, a pequena
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sensibilidade dos parâm etros às evoluções de tem peratura e fluxo de calor 
na face oposta da am ostra é uma indicação da aplicabilidade do método da 
estimação de parâm etros no domínio da frequência em m ateriais in situ . 
Assim, se possibilita a obtenção da condutividade e difusividade térm ica, a 
p a rtir , somente, das evoluções transientes do fluxo de calor e da 
tem peratura na superfície frontal do meio, uma carac te rís tica  importante, 
por exemplo, quando se deseja investigar uma parede cujo acesso físico se 
dá somente em uma superfície. Esta é seguramente uma aplicação potencial 
desse método a ser explorada.
CAPITULO VII
Conclusão
0 prim eiro método de estimação de propriedades térm icas proposto 
nesse trabalho qual seja  a estimação de parâm etros no domínio do tempo, 
não alcançou seu principal objetivo. A determinação simultânea da 
condutividade e difusividade térm ica não se realizou devido a  existência 
de uma região de dependência linear entre elas. Observa-se que a 
independência linear entre as propriedades é essencial para a estimação de 
seus valores de form a única e simultânea. As exigências para  se evitar essa 
região de dependência como aumento do fluxo de calor imposto ou diminuição 
da espessura da amostra, não puderam, entretanto, ser aplicadas. 
Salienta-se que por tra ta r -s e  de uma am ostra padrão certificada essa não 
pode ser re tificada. Além disso, possui limites quanto â resistência ao 
calor não podendo ser submetida a altos gradientes de tem peratura.
O método desenvolvido a p a rtir  do processamento de sinais aplicado a 
um sistem a dinâmico, do tipo entrada e saída, m ostrou-se eficiente e 
adequado a m ateriais não metálicos, especificamente quando aplicado ao 
polythene. O fa to  do ângulo de fase da função impedãncia generalizada 
depender somente da difusividade térm ica permitiu a unicidade dos 
parâm etros estimados, ou seja , utilizou-se a técnica de estimação de 
parâm etros individualmente para cada propriedade. Assim, regiões de 
dependência linear (que podem gerar mais de um par de solução para  a 
estimação dos parâm etros) foram  evitadas. A comparação dos valores 
estimados das propriedades a p a rtir  dos valores experimentais do módulo e 
fase  da impedãncia generalizada com uma dispersão inferior a 17. demonstra a
eficiência do método. Outra comparação, fe ita  no domínio do tempo a p a rtir  
do modelo teórico e das tem peraturas experimentais obtidas pelo método da 
estimação de parâm etros no domínio do tempo m ostra a adequacidade do 
método.
A geração do fluxo de calor por ef eito Joule, através de uma f  olha de 
resistência m ostrou-se adequada e suficiente para a obtenção dos fluxos de 
calor e tem peraturas de entrada e saída no sistema. Esse é um dos aspectos 
in teressantes do ponto de vista de se b ara tear o custo da bancada 
experimental. 0 método flash, por exemplo, usa laser como fonte de calor, 
aumentando significativamente os custos do experimento. 0 uso dos 
transdu tores de fluxo de calor torna possível a implementação do método, 
pela rápida resposta e a lta  sensibilidade. Um ponto delicado no uso de 
transdu tores é a prevenção de erros devido à sua calibração. No presente 
caso, realizou-se um procedimento cuidadoso de calibração, resultando em 
sensores calibrados com incerteza na faixa dos instrumentos de le itu ra  de 
medição utilizados. A análise de erros realizada apresentou uma incerteza 
teórica  de 2.367. para a obtenção da impedância e difusividade térm ica e 
3.347. para  a condutividade térmica.
Uma carac te rís tica  desse método é que os parâm etros devem ser 
constantes aò longo de todos os experimentos, ou seja, não devem so fre r 
alterações em função de variações da tem peratura ambiente, da duração e 
intensidade do pulso de calor e da tem peratura inicial da am ostra entre  
outros. Nesse caso, como a condutividade térm ica do polythene varia com a 
tem peratu ra  [36], todos os experimentos deveriam te r  uma mesma tem peratura 
média. 0 gradiente de 4 -C (máximo) imposto às superfícies extrem as da 
am ostra e às diferentes condições iniciais de cada experimento, podem, 
assim, ser fa to res  que contribuem para um aumento na incerteza dos valores
. 94
estimados das propriedades. Todavia, a incerteza de 3.1% para  o valor 
estimado de K situa-se  muito próxima ao limite máximo de erro  permitido 
(3%) para obtenção da condutividade térmica, segundo as normas da ASTM [6 ] 
(métodos em regime permanente).
Embora a aplicação do método tenha se restringido à am ostra de 
polythene, a priori, não há restições quanto ao tipo de m aterial a ser 
usado. Nesse sentido, variações nos tipos de m ateriais devem ser 
acompanhados de mudanças quanto a intensidade e duração do pulso de calor. 
Assim o tempo de amostragem e número de pontos de aquisição devem também 
ser analisados. Observa-se a influência de fa to res  ta is  como contato 
térmico im perfeito e alteração do fluxo de calor unidimensional no caso de 
m ateriais metálicos, necessitam uma análise mais detalhada. Nesse sentido, 
a aplicação desse método em m ateriais bons condutores de calor passa antes 
por um estudo das suas características geométricas (área e espessura) e 
físicas (resposta a pulsos de calor). Essas condições são decisivas na 
definição dos parâm etros usados no processamento de sinais e a consequente 
estimaçã.o das propriedades no domínio da frequência.
P roposta  de T rabalhos Futuros
. Desenvolvimento do aparato experimental para a aplicação de banhos 
isotérmicos nas superfícies extremas da am ostra. A estimação de parâm etros 
no domínio da frequência requer que o sinal de entrada retorne ao seu 
estado inicial. A aplicação de banhos isotérmicos nas superfícies deve 
contribuir para  uma maior rapidez desse retorno, diminuindo o tempo to tal 
de aquisição dos sinais. Entretanto, uma dificuldade no uso desses banhos é 
a obtenção da tem peratura de equilíbrio inicial, uma exigência do método. 
Nesse caso, não deve haver nenhum gradiente de tem peratura entre os banhos.
9[5
Por sua vez, as lâminas de silicone, o aquecedor resistivo e a am ostra 
devem esta r em equilíbrio com estes.
Melhor controle da tem peratura ambiente, e/ou dos banhos para a 
possibilidade da investigação das propriedades em várias tem peraturas.
. Desenvolvimento de um programa ou técnica de otimização dos parâm etros 
envolvidos no processamento de sinais. Parâm etros como intervalo de 
amostragem, duração do aquecimento e número de pontos de aquisição são 
definidos a p a r tir  de testes, onde se analisa a resposta do m aterial 
investigado aos pulsos de calor impostos. A escolha de valores ótimos para 
esses parâm etros são essenciais ao sucesso do método.
. Desenvolvimento de so ftw a re  para a automatização do método, capacitando-o 
para a obtenção das propriedades através de operador não especializado.
. Análise das condições de estimação das propriedades desprezando-se„ os 
sinais de fluxo de calor e tem peratura na superfície oposta ao aquecimento, 
ou seja, analisando-se somente os sinais relativos à superfície fron tal da 
m ostra. Adaptação e análise de erros dessas condições para a consequente 
aplicação in s itu .
. 0 teste  do método de estimação de parâm etros no domínio do tempo (método 
I) para outras condições de amostra. No caso, am ostras não metálicas mais 
finas, am ostras que possam ser submetidas a fluxos de calor maiores ou 
am ostras mais condutoras. Uma simulação do método para essas condições 
m ostrou-se sa tisfa tó ria , o que estimula o seu desenvolvimento.
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APENDICE I 
CriteVio p a ra  Estimação de P arâm etros
Este apêndice apresenta o critério  pau'a a minimização da função soma 
dos quadrados apresentada por Beck & Blackwell 147], ou seja.
m n
-  = I I 
j = i  1=1
Yj(i) -  T (i) (AI.l)
onde m é o número de sensores e a  o número de instantes. Particularm ente m  
= 1,2 , i. e., são usados dois sensores de tem peratura (term opares), em x = 
0 e x = L.
Aplica-se o método de Gauss de linearização para  a obtenção das 
relações de recorrência para a estimação dos parâm etros e b^. Usa-se,
por conveniência, uma notação m atricial para a dedução das relações. Um 
critério  mais geral para a forma m atricial de S pode ser dada por
S = Y -  T Y -  T (AI.2)
onde W é a m atriz  que inclui pesos desiguais para as medições. A Eq. (AI.2) 
apresenta a form a de S a ser minimizada.
A m atriz  das prim eiras derivadas de S em relação aos parâm etros e
é dada por
d s /d 
a s va 8
(AI.3)
Observa-se que a notação b representa os valores finais dos parâm etros
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estimados.
A form a m atricial de uma expansão em sèrie de Taylor de T em torno de 
P = b pode ser e sc rita  como
TO) = T(b) + ’ g T(b)' + ... (AI.4)
onde o super-índice T representa a m atriz transposta  e




onde p é o número de parâm etros e T tem derivadas contínuas perto  de b.
Uma condição necessária para se determincu- o mínimo de S é fazer a 
m atriz derivada de S com respeito a B ser igual a zero, ou seja,
V ^S  = 2 -Vp T(p)' Y - T(/3) = 0 (AI.6 )
T(/3) indica que T é uma função de jS. Para um melhor entendimento, define-se 
a m atriz  sensibilidade XO)
T
XO) = (AI.7)
Substituindo as Eqs. (AI.7) e (AI.4) na Eq. (AI.6 ) obtém-se
x'^(/3) Y -T(b)-X (b)0-b] =0 (AI.8)
onde = p é o mínimo verdadeiro de S. Esta equação é não linear no 
parâm etro  0 se X(p) é uma função de p. Assim, no método de Gauss, X(p) é
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substituído por X(b) e a m atriz linear da equação é obtida. Devido a não 
linearidade, um processo iterativo é necessário. Assim, usando o índice de 
iteração k e a notação.
b '“’ = b, b*“*“ = ß, t ' “’ = T(b), = X(b) na Eq. (AI.8) com
,(k)X{ß) = X(b) = X obtém-se a equação
,-(k ) . (k+l) . (k) b - b = XT(k) Y -  T(k) (AI.9)
_(k)onde P é definido por
p -(k ) _  j^T(k) j^(k) (AI. 10)
A Eq. (AI. 9) é um conjunto de p equações lineares para  o parâm etro
k+ldesconhecido b . Assim, substituindo a Eq. (A^ I.IO) na Eq. (9) obtém-se
X T(k) Y -  T',(k) (AI.ll)
sendo que o p rocesso  iterativo continua até  que
.k+l , k b^ -  b ,
< 0.0001 (AI. 12)
A seguir apresenta-se as várias componentes que aparecem na Eq. 
(AI.ll), para  o caso de dois sensores de tem peratura nas superfícies 
extrem as de uma am ostra, ou seja, m=2, bi=K e b2=a.
Considerando a expressão obtida pela Eq. (AI.ll) para a k-ésim a 
iteração e se ainda b* = b“*\ X = x’'**, E = Y - t “ e b“ = b então
tem -se
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b = b + P(k) (AI.13)
(AI. 14)
onde a k -  ésima iteração muda somente após todas as m x n observações 
terem  sido consideradas, ou seja, as m posições de term opares serem 
avaliadas para  todos os instantes medidos.







X (i) X (i) ....X n  12 ip
X (i) X (i) ....Xml m2 mp
(AI. 15)
note que X**^  é o coeficiente de sensibilidade para a j-ésim a jk •
variável dependente (posição x=0 e x=L) e k-ésim o parâm etro O  e p ) e1 2
o i -  ésimo tempo. Assim,
d T
X (i) = - õ V -Jk d P (AI.16)
e um termo típico do produto X X pode ser indicado como
. . n m n
X  ^ X
kl I lt=i j= i (AL 17)
TAo invés de esperar a avaliação das somas X X após uma iteração completa, 
uma corrida no somatório pode ser realizada para reduzir o tempo de





Y r  X (t) X (t) (AI.18)
e o termo sl de P pode então ser determinado por
C (i+1) =
sl
í + 1 m
I I V'> V*’t=l J=1 (AI.19)
ou ainda
1 m
c (i+1) = y  Y X (t)  X (t) +si L L is  J1
t=l J=l
y X'(i+1) x.(i+i) (AI. 20)
ou se ja
m
C (i+1) = C (i) + y  X (i+1) X (i+1)
si sl Lr js J1
j = l
(AI.21)
sendo s, 1 = l,..p  (parâmetros). Da mesma forma, se
Y (i) =




















logo, tem -se E^(i) = Y^(i) -  T^(i). Assim um termo sim ilar recursivo para  
E pode ser escrito  por
X‘ E = (AI.25)
t=i j=i
e considerando-se apenas instantes t  £ 1
D (i) =s
1 m
y  V X, (t) E, (t) (AI.26)
D (i+1) = D (i) + s s y  X (i+i) E. (i+1) (AI.27)
com s = 1,2..p. Assim o procedimento para a obtenção do novo vetor 
parâm etro é prim eiro usar as Eqs. (AI.21) e daí a i-ésim a m atriz P pode ser 
encontrada ao ob ter-se  a inversa
-1
P(i+1) =
C (i+1) .........C (i+1)n  ip
C (i+1) .........C (i+1)* pi pp
(AI.28)
Aplicando-se as Eqs. (AI.27) e (AI.29) na Eq. (A.13) encontra-se, portanto,
no
o vetor parâm etro,
b*(i+l) = b + P(i+1) D(i+1) (AI.29)
Note que b (i+1) é o vetor parâm etro para o {i+l)-ésimo tempo na 
(k+l)-ésima iteração. 0 vetor b na Eq. (AI.29) para a prim eira iteração é 
bo, um valor inicial estimado e b (n) da iteração precedente para  as 
subsequentes iterações em k. Se apenas os valores dos parâm etros finais 
convergidos são de interesse, é necessário inverter a m atriz  P somente para  
cada iteração completa, ou seja, é somente necessário encontrar P(n) e usar
b*(n) = b + P(n) P(n) (AI.30)
no final de uma iteração onde o vetor b é trocado por b (n) e outra 
iteração em k começa, com sendo avaliado para um novo b.
Exemplificando para  o caso dos parâm etros b  ^ = K , b^ = a  e sensores 
na superfície, ou seja, m = 2, tem-se, reescrevendo as Eqs. (AI.21) e 
(AI.27)
m=2
C (i+1) = C (i+1 ) + y  X (i+1) X. (i+1) <r (AI.31)sl sl ^  Js J 1
J=»
m =2
D (i+1) = D (i) + y X (i+1) E (i+1) (AI.32)
e substituindo os valores dos índices nas Eqs.(AII.32)-(AII.33) obtém-se
C ^(i+l)=C j(i) + Xjj(i+l)Xjj(i+l) + X^jd+DX^jd+l) (AI.33)
C ^(i+l)=C 2 i^) + Xjjd+DXj^íi+l) + X^jíi+DX^^Íi+l) (AI.34)
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Dj(i + 1)= Dj (i) + Xjj(i+1)E (i+1) + X^^(i+l).E^(i+l).






Ej(i+1) = Yj(i+1) -  Tj(i+1)










C J M )
C J M )








C = C C - C C11 22 12 21 (AI.44)
e portanto
C „ ( i+ l) / |P | -C (i+D /lP
IZ





b = b + 
1 1
C (i + 1) D (i+1) -  C (i+D.D (i+1) 
22 1 12 2
/  C (AI.46)
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b = b +2 2 -C (i+1) D (i+1) -  c (i+D.D (i+1) 21 1 11 2 /|c| (AI.47)
APENDICE II
Processos A leatorios E stacionários -  Conceitos Básicos
Um processo aleatorio {X^(t)>, com t  variando entre -»  a oo (também
chamado séries de tempo ou processos estocásticos ), e denotado pelo
símbolo {> , é um conjunto de funções de valores reais ou complexos, e pode
ser caracterizado através de sua estru tu ra  de probabilidade. Cada função
particu lar X^(t), onde t  é a variável e k é fixo é chamada função
am ostrada, Na prática, uma função am ostrada é resultado da observação de um
experimento. 0 número possível de experimentos representam  um espaço
am ostrado de índice k, contável ou não. Para qualquer número N e tempos
fixados ti, t 2......tn as quantidades ......X^(tn), representam
N variáveis a leatórias sobre o índice k. Considera-se dois processos
aleatórios (arb itrários) ®  ^ ^  prim eira quantidade
es ta tís tic a  de interesse são os valores médios para  valores fixos
a rb itrá rio s  de t ,  onde X (t) e Y (t) são variáveis sobre o índice k. Estesk k
são definidos por
(1 (t) = E [ X (t) 1 (AII.2)y
Nesse caso E [.] representa o valor esperado da variável a leatória  em 
questão. P ara  processos aleatórios estacionários, e <Y^(t)>, os
valores esperados (médios) tornam -se constantes e independentes de t  [46]. 
Assim Para um valor a rb itrá rio  t  e x define-se
R (x) = E
X X
X (t) X (t + x) k k (AII.3)
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R ( t )  yy = E (t) Y  ^ ( t + t ) k k (AII.4)
R (t )
x y
= E X (t) Y (t + t ) k k (AII.5)
onde R (t ), R (x) e R (t ) são  cham adas funções a u to c o rre laç õ e s  de
X X  y y  x y
<X^(t)} e {Y(t)>, respectivamente, enquanto é chamada função
correlação cruzada entre {X (t)} e <Y(t)}. Assim assumindo que R (x),
k  X X
yy xy
sejam finitos, ou se ja
»
R (x) dx < 00J 0 xy
o que é sempre verdade
(AII.6 )
Fourier de R(x) ex istirá  como definida por
S (f) =
X X
-  J 2Tt f  X




S (f) = 
yy
-  j 2ir f  X
R (x) e dxyy (AII.8)
S (f) =
x y
-  j 2ir f  X
R (x) e dxxy (AII.9)
onde S (f), S (f) são as chamadas funções densidade autoespectral de
X X  y y
{X (t)> e {Y (t)} respectivamente, enquanto S (f) é chamada função ic , ic
densidade espectral cruzada entre {X^(t)> e {Y^(t)>. Uma outra form a de se
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definir as funções densidade espectral é baseada nas transform adas de 
Fourier dos dados originais {X^ C^t)} e {Y^(t)>, ou seja,





-j zn f  t
dt (AII.ll)
Y(f) =
r.» -j 27t f t
Y(t) e dt (All. 12)
onde X(f,T) e Y(f,T) representam  as transform adas de Fourier fin itas  de
X (t) e Y (t) respectivamente e X (f,T) é o complexo conjugado de X (f,T), 
k . l c  k k
sendo T o período para o qual X^(t) = 0 para t  > T.
D esenvolvim ento das in tegra is  re la tivas aos flu x o s  de calor nas su p e rfíc ie s  
da am ostra e determ inação dos co efic ien tes  de sen sib ilidad e
Este apêndice apresenta a solução para as tem peraturas da superfície 
fron tal e oposta da am ostra, considerando-se os fluxo de calor medidos por 
transdutores de fluxo de calor. Apresenta-se também o desenvolvimento dos 
coeficientes de sensibilidade a p a rtir  das expressões das tem peraturas 
superficiais.
A justa-se o pontos experimentais dos fluxos de calor com uma curva 
polinomial de 5- ordem, conforme mostra uma curva típ ica apresentada na 
Figura ,AIII-1.
APENDICE III
Figura AIII-1 -  Curva típica de um fluxo calor submetido na face 
frontal da amostra.
Dessa form a, todos os fluxos envolvidos são ajustados e podem ser
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dados pela form a geral
0 (t) = ao + ai .t + a2 a3 .t^+ a4 .t^+ as t® (A iII-1)
onde t  representa o tempo e Q o fluxo de calor. As variáveis ao, ai, a2,
a3, a4 e as sâo as constantes obtidas ap artir  da curva de a juste
polinomial. O super indice ( ) nessa equação representa as constantes 
avaliadas na superficie oposta.
Reescrevendo a Eq. (3.15) tem -se
f t
T(x,t) = T + ( a  /  L. K ) 
0
0j( t)  dx
(20/L.K) J]e
“  -/3^a t/L ^m
m=l
cos(/3 x/L) m
‘t a  t /L^  
e ^^(t ) dx +
0




e *" cosO  x/L)m




Aplicando-se a  Eq. (AIII-1) na Eq. (AIII-2), substituindo Q(t) por 
expressões análogas a ^ e substituindo t  por x obtém-se, utilizando-se
as tabelas de integrais de Spiegel [38],
T = + ( a  /  L. K ) . h + ao . L / (  K .3 )
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(~2.ao.L/K)J^ e





e .Ion + l2n /  An
(- a  /  L.K ) . h* + ao* L ( K .6  )
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+ (2 .ao3.L/K) 1) e






-A . t  n .Ion + l2n /  A (AIII.3)
= Tq + ( a  /  L. K ) . h  -  ao . L /(K  .6  )
-A . t




m -A .t  
(-1) e V’ .Ion + l2n /  An
(- a  /  L.K ) . Il* + ao* L ( K .3 )
-A  . t
+ (2 .ao3.L/K) J] e "  / ß ^  +
m=l m
-(2 .a/L .K ) J]
-A _ . t





h = ao + ai .(D V z + az.(t)V 2 + a3.(t)V 3 +
a4 .( t)V 4  + as ( t)V s
l2n = ao + ai .(t) -  ai/A n az.(t) -  2a2,(t)/A  + n
2a2.(t)/A n a3.(t)^ -  3a3.(t)VA + 6a3.(t)/A  n n
- 6a3.(t)/A n a4.(t)'^ -  4a4.(t)VA + 12a4.(t)VA  ^n n .
a5.(t)® -  Sas. ( t ) V a  + n
20as.(t)^/A  60 a s .( t )V A   ^n n
+120 as.(t)/A  -  I20.as/A ® n n (AIII.6 )
Ion =
-  24 a4/A ® + 120 as/A  ^n n (AIII.7)
* * *
onde Ion , Izn , Ii são expressões análogas a Ion, Izn, Ii, porém 
considerando-se as constantes obtidas para a curva de a ju ste  polinomial do 
fluxo de calor na face oposta. Salienta-se que para a obtenção das 
expressões para  as tem peraturas na superfície utilizou-se as igualdades
(2L) Y cos(ß x Æ )/p ^  = - X + L /3 + x ^ 2 L^  m mm=l
00
(2L) Y cos(ß x/L) ( - 1)*"/^^ = x V 2L -  L/6 L m m (AIII.9)m=l
120
que podem ser demonstradas, resolvendo-se problemas de difusão de calor
unidimensionais e transientes, a p a rtir  de condições de contorno do tipo
derivadas nulas para ambos as faces e condições iniciais do tipo
e(x,0) = x .l e e(x,0)= X .1, sendo 0(x,O), em cada caso definido 
dimensionalmente de form a compatível.
Portanto, os coeficientes de sensibilidade, Xii, Xi2, Xzi, X22 
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“ A . t
e ^ .lon + Izn /  An
- (2.a/L.K)
m=l
~^n’ ^ '■ ’ e .lon + l2n /  An






lon + Izn /  An
€0
m=l
-A t  » »n' > »
e .lon + l2n /  An
- I2n /  (A .a) - n
-A . t  n
«
. e .lon (A1II.17)
e
- a J .  t





e ” .lon + l2n /  An
m
+ (2.a/L.K ) J ](-l)
m =l
e .lon + l2n /  An
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- Izrí /  (A .a) -  n p m ^ t /  L^K






STKl = -  ( I i* /  L. K ) -  (ao*.L/K).(2t/L^) V e
1 - m=l
00
(2./L.K) y  (-1)*
-An^e
t  .
.lon + Izn /  A
m=l •
00






.lon + l2n /  Anm=l.
*
>
- l2n /  (A .a) - n /3m^. t /




onde lon e Izn são as respectivas derivadas de lon e Izn em 
relação a a  dadas por
Izn = -  ai/A  .a n 2a2.(t)/A  .a  + n
-  4a2.(t)/A  a  n 3a3.(t)VA .a  -12a3.(t)/A ^.a + n n
18a3.(t)/A .a n 4a4.(t)VA .a  -  24a4.(t)VA ^.a + n n
72a4.(t)VA ^.a - 96 a4/A '‘.a n n 5as.(t) /A  .a  + n
-4 0 a s .( t)V A  -  180 as.( t)/A  n n
-480 as.(t)/A  '‘.a  -  I20.a&/A ^ a  n n (AIII.20)
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Ion = -2ai /A ^.a + 6 a2/A ^.a -  24 a3 /A  ^.a n n n
-  120 a4/A ®.a -  720 as/A ^ a  n n (AIII.21)
• »* . » >
Da mesma form a Ion’ , Izn , são expressões análogas a Ion, lan, porém com
as constantes dos a justes obtidos para a superficie oposta. Salienta-se, 
nesse sentido que as expressões para as tem peraturas e coeficientes de 
sensibilidade estão na sua form a mais gérai. Particularm ente, nos 
experimentos desse trabalho, relativos ao método I, os fluxos de calor que 
alcançaram  a superfície oposta foram  considerados nulos, uma vez que seus 
valores não ultrapassaram  a incerteza apresentada pelos transdutores de 
fluxo de calor de 2,5 W/m^.
